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_ Magnetische Kopplung zwischen den Stammen zweier Sternvierer 


Von 
HERMANN Lau 


itteilung aus der Entwicklungsabteilung der Hackethal Draht- und Kabelwerke A. G. Hannover 


Mit 3 Textabbildungen 
7 (Eingegangen am 13. Januar 1959) 


_ Ubersicht. Die Natur der magnetischen Kopplungen in Fernsprechkabeln ist durch die Arbeiten von 
_ Datzert [1], SCHILLER [2], SIEBER und ScHLuMpP [3] geklart worden. Fiir die Konstruktion eines kopplungs- 
armen Kabels reichen jedoch die Ergebnisse dieser Arbeiten noch nicht aus, da sie iiber die GréBe der Kopp- 
_lungen keine Aussage machen. BREMICKER [4] hat in seiner leider nicht im Druck erschienenen Dissertation 
_ einen Weg gezeigt, der die Berechnung der Grée aller drallabhangigen unmittelbaren! systematischen Kopp- 
lungen zulaBt. In der vorliegenden Arbeit werden die Ergebnisse auf einem einfacheren Weg abgeleitet. 


M = tale | [ (FS eos 0) 
27 t 
eT Ty 


fy = Induktionskonstante, mu, = relative Per- 
— meabilitat, w; und wy; = betrachtete Strom- 
_wege, doy und doy = Streckenelemente dieser 
= Wege, ¢ = Abstand der Streckenelemente, 0 = 
Winkel, den die Richtungen der Streckenele- 
mente miteinander einschlieBen. 


< Der Stromweg w; wird von den Adern 1a und 
. a 1b (also einem der beiden Stamme) des Vierers 
_ in der Innenlage des Fernsprechkabels gebildet. 
Der Strom hat in den beiden Adern entgegen- 


5 - gesetzte Richtung. Der Stromweg wy, wird von Bild 1. Querschnittsbild eines Kabels mit den 
>See koppelnden Stromkreisen. 


> 
~- 


m4 den Adern 2a und 2b eines Stammes des Vierers 
in der AuBenlage des Kabels gebildet, die ebenfalls entgegengesetzt vom Strom durchflossen 
_werden (s. Bild 1). 

Die z-Achse fallt mit der Kabelachse zusammen. Das Querschnittsbild liegt in der x~y-Ebene. 
___ Es bedeuten 


a 


4 1 = a 21 + @y) = Drallwinkel im Vierer 1, 
yg P= = * 211 + Py = Drallwinkel im Vierer 2, 
3 ?l, = os -21 + yi,, = Drallwinkel in der Innenlage, 
Pl, = - *z11-+ 91, = Drallwinkel in der AuBenlage, 


1 AuGBer den unmittelbaren Kopplungen kénnen auch mittelbare Kopplungen tiber sogenannte ,,dritte 
_ Kreise“ von groBer praktischer Bedeutung sein (vgl. die Arbeiten von W. KLEIN [5)). 


FE Me Archiv f, Elektrotechnik, XLIV. Band, 6. Heft 24 
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Pro» Poor Plior Pleo = Anfangswinkel in der Ebene z = 0. 
d,, d, = Viererschlaglange des Vierers 1 bzw. 2, 


dy, 4L, = Schlaglange der Innenlage bzw. AuBenlage, 
zt = Hohe des betrachteten Querschnitts im Vierer 1 tiber der Ebene z = 0, 
zit = HGhe des betrachteten Querschnitts im Vierer 2 iiber der Ebene z = 0, 
R, = mittlerer Lagenhalbmesser der Innenlage, 
R, = mittlerer Lagenhalbmesser der Au8enlage, 


v, = halber Mittenabstand der beiden Adern eines Stammes (bzw. eines Paares) im Vierer 1, 


v, = halber Mittenabstand der beiden Adern eines Stammes (bzw. eines Paares) im Vierer 2, 


Um die Lage der einzelnen GréBen in der Ebene senkrecht zur Kabelachse festzulegen, 
benutzen wir die komplexe Schreibweise. Es ist: 


Sige el, , 
KR, sar Tes - ef Fl, : 
{p= eo 
tr Fane fe, 


Boe 


ee el Vs SP A 
Bors — Ry 3 


-/m%— Rt, + 1,, 


Cy Re - ef M1 — vt, == t, ‘ 


Boze = Ry 


2%, + 7+ eM = Ry + ty, 


e%,— 7,» I = RK, — tp. 


Boas a Ry 3 


Dabei ist vorausgesetzt — was nur annahernd stimmt —, daB bei einem Schnitt senkrecht 
zur Kabelachse die Schnittflachen der einzelnen Vierer und Adern Kreisflachen sind. Wir er- 
halten damit: 


4 gi Re (My ty) eee LO a ae ei 
X15 = Re (Rt, — hy), ue m(%i;—%y), %415= 21, 
Xoq = Re (Re + 2), Yoo= Im (Hy +e), 220 = 21» 
%25 = Re (itz —%y), Yoo=Im(R,—e), 25 = Zr - 


Die Gegeninduktivitat 1aBt sich nach Zerlegung der beiden Stromkreise in Hin- und Riickweg 


ausdriicken durch: 
_ Holy cos @4 cos O42 
° al = Otto dn —| —— = do O14 dog, 
tla2a aye 


cos O1424 cos O45 25 
—| feseu doy, eae Se iy eg 
toa pee 
Dabei ist: 
1 = Kabellange 
diva d%2 4 \ dy1a _dy2a dziq dzoa 
dhe dees ade ae ‘ 
COS Or: pee a ae dey day 
la) 2a 
dzy dzqy 

vate d d . . 

é — e ae - eF - pe 
ae aR (ft, + 1) a Re (R, + e/%, + 11° ef) 

D ; 

d 7 + 9] i= + Pro 
dy 1 Sei pare 

(Sito reeagte 

° P © ¢ 
= Re(j lene I ba) i tate 4, +01] 
dy, 1 
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Bezeichnen wir die Steigungswinkel der Lagen mit €,; und €,,, die der Vierer mit &, und , , also 


R R 
Le pe te wt epee age 
1 dz, 2 dL, 
1 Y 
t er t = 2 op 
ge, Gi 7, ee, A oe 
so wird: 
Ste _ Im (tg éz,-e#4 + tg, em) 


dz; 


und entsprechend: 


os = Re (tg ore » eh els + tg oF 6 e/?) 
a 


dx jf : 
= = —Im(tgé, - /? + tgé,- e/) usw. 
a 
Weiter ist: 
dzia eae dz2a = deta dzga __ i, 


d%1q d*o4 rae dyia dy2a meetin (tg Ey, el eh oD tg é, Z ei?) -Im (tg E,, ° ei Pls a tg é,, . e/ %) 


dzy ¥ dzqy dzy : dzqy 


+ Re (tg Er, ‘ ef Ph + tg Ey. 7 e/ 2) eine: (tg én. ei Pla + tg EF -. c/s) 
= tgé, -tgéz, cos (y, — 9) + tg éz, - tg &,, Cos (Y,, — 9) 
+ tgér, - tg é,, cos (y, — G2) + tgé7, tg &, cos (yp — He), 


COS Oi 494 = [tg éz,° tg &r, cos (p,, —%,) + tg &r, tg §,, cos (p, — #1) 
+ tg&, + tgé,, cos (y, — v2) + tg &,, - tg &,, cos (v1 — 2) + 1] 


Durch Einsetzen ergibt sich: 


M SOU, 


27 Ha2a 


Ll 
i | ( + tg éz,+ tg Ex, - cos (1, — 1.) + te Ex, te &r, COS (PL, — Pr) 
0 


0 


+ tg éz, tg &, cos (yi, — _ + tg &, tg &, cos (p, — me dz, day 
la2a 


-F 


TOE 
Uo My | i + tg ér, tg Ez, - cos (pr, — vi,) + tg Ex, tg Er, cos (PY, — 9) 
t1a2b 


27 


— —_—_— i ea 
a tg Ex, tg &r, COS (Pl, — Yo) — t8 Sr £8 Sr, COS (Py ea dz, dzy 


t1a2b 
Vel 
Ho by 1 + tg ér, tg Ex, cos (pi, — vi,) — tg &L, tg &r, COS (PL, — %) 
20 ho2a 
0 0 
fog — pa t — 
4 + tg Ex, tg &, cos (pi, eB tg &, tg &, Cos (p, — P) | dz, dy 
1b2a ; 


[hws 
hye | ( + tg Ex, tg Ex, cos (yi, — 91,) — tg Ex, tg &, + cos (Pi, — %,) 
0 


20 11626 
0 


+ 


41526 


dzz dzqy 
doig: dogg 


— tg ‘Sie tg Ey, cos (v1, oa Po) ar tg &, tg Ey, cos (Qi— ee dz; dzy, . 


24° 
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Durch Zusammenfassung gleichartiger Glieder kénnen wir die Integrale folgendermaBen 
umordnen: 
| 


TaD 
4 1 1 , 1 j 
eas — — a5 dz; dzyy 
27 Ha2a ta2b Hb2a 11 2b) 

0 0 - 
Py 


fete, een a ee 
27 


ta2a tia2b tb2a 11 b2b 
0 0 


a) 


cos (p,, — pi, ) dz A211 


1 it 


Ho Hy 4 t Deo SS mee 
as 20 § 1, eH ere tla2b  tib2a stb 
0 0 


cos (, — 9) dz day 


(1) 


vt 
1 1 


Ho Mr 4 t i eS _ yd 
2 27 § 1, es. | | Hee ' tazs tioga t1o26 
00 


ik av) : 
+ Mites, teh, | {| tt a cote eden 
26 ta2a ty 
0 0 


cos (v1, — Gq) d2y dey 


a2b t b2a 4120] 


M=M,+M,+M,4+M,+4,. 


Wir fithren die Berechnung der fiinf Teilintegrale nacheinander getrennt durch. AuBer der 
unabhangigen Veranderlichen z; benutzen wir als zweite unabhangige Veranderliche weiterhin 
nicht mehr 2; sondern: 


u = 2,,— 2%. 
Damit wird unter Verwendung der vereinfachten Schreibweise 


Bo2a— 8016 = Biaza 
have = VP + [Br anal? 
ha2o= Vw? + | Brazel? 
tose = VP + [Brooal® 
tooo = | + [Bisel : 


du du new 
Hala tla2b : 


zu berechnen, erweist es sich nach einem Vorschlag von BARANOw [6] als zweckmaBig, die Wur- 


Um die Integrale 


zeln in Reihen zu entwickeln. Die Form u V 1+... gibt fiir groBe Werte von u eine sehr gut 
konvergierende Reihe. Sie versagt aber fiir kleine Werte von uw, fiir die der Beitrag zum Integral 
gerade besonders groB ist. Es ist notwendig, noch eine weitere von u unabhangige GréBe sy 
mit vorzuziehen, also die Reihenentwicklung in der Form 


jet 2 Soe 
durchzufiithren. Wir wahlen sy gleich dem Abstand der Mittelachsen beider betrachteter Vierer 
in der Ebene u = 0 bzw. 2; = 2yy. 
Also ist: 


So = 13o| = P| (2) 


u=0 


ize a+9 ) its 4 ) 
———. aie 7, 
Ryie Se te PRs aaa 


‘ 


Qi a2a = IBr zal? — Ss, 


Qia20 = Brazel” ad or uswW., 


Setzen wir weiter: 


‘XLIV. Band 
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so wird: 


3 
braga = 2 ta So ais Osucn 
1 1 1 
Ma2a Ye + oh + Qia2a Vw a. Se i: a O1a%a 
UP SP 
1 be 1 Qia2a i 3 Qja2a ee 5 Q3a2a oa) 


pe yu? + 32 2 uz + s? 8 (wu + s2)? 16 (u? +s2)8 


1 bee Q1a2a 3 OF pe 5 Orate 


1 
V2 + 8? 2 Ve + s2)3 8 Vw + <2)8 hae Ve + 52)? 


= 1/2 Or 
—_ a 1620 
jets aL oe z Se ee (u2 + s2)2m+ 


1 


Entsprechend wird: 


1 1 (1/2 Oia 26 
= Se usw. 
Ha2b Vw + s?) ue Dy m Feo 

Bei der Bildung des Integranden der Teilintegrale M,, M,, M, und M, (s. S. 334) fallt der vor 
der Summe stehende Wurzelwert fort. Nur im Teilintegral M, bleibt er stehen und wird mit 
4 cos (py — Yq) multipliziert. 

I— a 
My a is = | Syed 1/2 Opin OTa2o— Oo2a + O12 4, 
Ve rs s2)2m +1 : 


re 


OMy Ho by : — (— 1/2) Oa2a — VTa2,— OTo2a + Qs 25 ries d 
pin thteés, tee, | >") [eee be eg 


0M, Ho by ( 1/2 QT a2a- QTa2b OV 24 QT r2b 
pate EE ie = cos OBS P du ‘ 
zy 20 8 fL, 8 fr, >, Vw s2)2m+1 ( fs i) 


3 


oa elie br te bp 25 & ") Eanes + last Rivne — 8h02% cos (p,, — 9.) du 
ZIt 


Fi } eh = Ver per 
l—z 
eee lee tee, | ea 
Oz; 20 Yu? ae 
—2z 
i 


l—z 
& / s 5 ) OPa2. + Oflazs + O'o2a + Ofo2p cos (py, — Pq) du 


m Ve a Saat 


—% m=1 


Alle Integranden enthalten im Zahler Winkelfunktionen, deren Argumente von 2; und 2; abhangen. 
Auch die Potenzen von Q; goa, Qi a2, usw. lassen sich durch solche Winkelfunktionen ausdriicken, 
deren allgemeine Form 

cos (a zy + b zy + ¢) 
lautet. Nun ist 

cos (az; + bay +c) =cos(az,+ 62, +bu+ 0) 
= cos (az; + bz +c) - cos (0 u) 
—sin (az; + b2z,;-+ c)-sin (Du), 


P = : * . : Archiv fiir 
336 H. Lau: Magnetische Kopplung zwischen den Stammen zweier Sternvierer muito 
SS 


so daB wir Integrale von der Form 
I—2y l—z. 


b 
| cos (ar UA ay cos (az; +b2,+ ¢) Se du 
p Ve aE Soe m+. : (u2 aL Se)q m+1 
—- = 
I 
I—zy 
sin (6 wu) aby 


—sin(az;+b24+¢ | 
( j : ) Ve ab $2)4 m+ 
ae 
bekommen. Den Hauptanteil am Integral liefert die Umgebung von u = 0. Diese Umgebung 
liegt immer im Integrationsbereich mit Ausnahme der Grenzwerte von 2; (z; nahe o und 2 nahe l). 
Wir begehen daher keinen groBen Fehler, wenn wir den Integrationsbereich von — oo bis + © 
erstrecken. Dafiir 1aBt sich die Lésung des Integrals anschreiben?: 


+ 0 = : ! 
estaidn _ jerig (a)! (2G 58), 
Vw ee eels (»— | p28 
ve . 
sin (b u) du 


Fiir die HANKELsche Funktion erster Art kénnen wir, da in der Regel sy:b <1 ist, folgende 
Naherungsgleichungen benutzen: 


4% Hy(j Sy 6) & 21n 


2 | 
} ea So 5 


(=): 
mts 2 


a) 
Tt —— —— |i 
2 
nur giiltig fir m 21 und s5-b<1. Damit wird: 
I—ay 


cos (a 2; + b ayy + ©) 
jw + 83 


du ~ cos (az; + 62; + c¢)-2In 


| 
Ye* 5° 6 


4% 


fiir s)-b<1 und 


l—z 


SOS NAT ae a a cos (a 2; + b 2; + ¢) (2) " Cae 
Ve as SA) eieere So oi & | 
m 
firma und’ s,b <1. 

Wir sehen, daB nach der Integration tiber u die Abhangigkeit von z,; in den Argumenten der 
Cosinusfunktionen tiberall durch die Abhangigkeit von z; ersetzt ist. Die Argumente der Winkel- 
funktionen, die urspriinglich von 2; abhangig waren, bei denen nach der Integration jedoch 2 
durch z, ersetzt wurde, werden wir durch einen Strich tiber dem Zeichen kenntlich machen. 


ZI 
Z. B. or ae 211 F Piz, » 
— 250 
Che gp ae 
22 
Vee rare + Poo » 
2 
ae 22 
PP, = ane! + Poo - 
2 


1 Siehe z. B. Watson: Bessel Functions, S. 172 u. 332. 
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Entsprechend werden wir mit den davon abhangigen GréBen verfahren: 
z. B. Oiate = |Gie2al — Se > 
Dee = Bisel a Sp , 
Biaza = Ht, +t, -—R, —y, 
Braga = Ite + t— Nighi 
Re a. ee e! Ply 
t, = Te: el. 


Um die Lésung fiir die Integrale (3) zu erhalten, behandeln wir das Teilintegral 


l—z 

i See Once am. 
J m V (wu? + sy)? 412 : 
—7 = 

I 


Dafiir ko6nnen wir naherungsweise setzen: 


+0 
a Dies OPa2a = tee ee (=)" auc 
ee du Fors 
™m 
ue (= Piet 
we ——|n [ + Siase) 
So 
mw — In Brazel 
So 
an Bta2al 
So 
Entsprechend wird: 
es oo _— 
= alae a Ola 2b duis on B1228! 
at (2 - LENS + 52)2m+1 So 
eT 
usw. 
Damit ergibt sich: 
0M, Mor In [31 «201 1810520] 
Oz, 20 181 026/|B1520] | Zrsoo 
aM, a Bia2zal|B1o20 
Y — — tgs _ tg ép, + 2 cos (gy, —¢, In ; 
Oz : i (7 |B1a20||B102al 
aM, ie iy se |B1 a2al| 81020 
—*"tgé, tgé, «2 cos (~;, — ,) In 
= aed ae pee on (P91 [Brazel [Bio201 
0M q Hol te By te a. rigtie (p, (‘F: >) In in |B1azal | 31 a20l 
Oz, 20 |Brd2cl|B1s20] (4) 
0M, 
Pe wv Pte, tee, : 2 cos (~, — 2) 
cai 
x \4in—*_ —n [ereel | Biezel [Brose [Broeoll + 4 In| 89| 


[ Ve 80 
ps tg E, tg, + 2 cos (p, — Pe) 


d =. one — — 
. 4 In el — tn []Bx 241 [Bre2ol [Br 20! |Brozll | 
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Berechnung des Teilintegrals ~ 
cA 
Die Ableitung wird bedeutend vereinfacht, wenn man — nach einem Vorschlag meiner 
mathematischen Mitarbeiterin ELISABETH THIELMANN — im Argument des natiirlichen Logarith- 
mus nicht mit dem Betrag der komplexen GréBe sondern mit der komplexen GréBe selbst 
rechnet und zum Betrag erst am SchluB der Rechnung iibergeht gemaB der Beziehung 


In [8] = Reln 8. 


Dementsprechend kénnen wir schreiben: 


OM, PONE Ren Biazar Broz 

Oz, 270 B1a2b° Bib24 
Biase Bis26 fa Cee wt, ats ‘= 5,) (f= Kits 1 t,) 
Bia2b* Bis2a (Ce ae Ss) (R,— R, + t, + 2) 


Nun ist (s. Gl. 2) 
8o =f, —R, =f, —, = Sere 


(u=o) 
Setzen wir zur Abkiirzung: 
BP ee So etinds: eae ee eee 
R,—R, 4 R,— R, 0 


so wird 


Baza: B1020 lft) a) 


Biazo: B1b20 (1—b—a) (1+ 6+ 0)’ 


In (Bien oe In (1 — a? + 206 — B’) 
—In (B1225° Bisse) —In (1 —a?—2ab — B?). 


Da |a| <1 und |b| <1 sind, kénnen wir naherungsweise schreiben: 


by (Sie ee tutor) wm — (a — hb)? — ba ys ae 


1 
In (81 020° Bio2a) a (ae. by —— (e+ b}—— (a+ pyeeeaeh 


81020-31020 2) 1 /4 1 1/6 1 /6 6 
j hayes Sea So ERE . em 3 Ean z 
3 2(({)e ELS (i) eas: (3) 2% + = (3)0°b + 5 (3) a0 + + (()ave 


B1a2b- B1b2a 


+ef}ese stent 4 
4\1 4 \3 
: Reece rey 2\1,% i ( re) LA: irene ae 1 4,473 | = 
| ea so Pit a +2 ({) Eicon 4 2 (i) ite, + 399 
B1a26* Bib2a (5) 
5 


. Fir die Kopplung zwischen 2 Vierern in der gleichen Lage eines Kabels ist 8, eine Konstante: 
bei der Kopplung zwischen 2 Vierern in verschiedenen Lagen ist die Abhangigkeit des 8) von i 
jedoch zu beriicksichtigen. Sie erschwert es, die obige Gleichung nach z zu integrieren. Wir 
kommen zu einer giinstigeren Form der Gl. (5), wenn wir 1/8) in eine Reihe entwickeln. Nach 
Voraussetzung war bei 2 verschiedenen Lagen |%2| > /9j|. 


ms 
- OC) 
as 
a 
=o 
ar 
nw 

Ass) 

: 
S 

oO 

Ss 

+ 

Ss 

3 
at 
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Damit wird 


RS Cra m\ Ky m-+1 n,\’ m+ 2 x, \° 

eg emi to ier. hae 
uate | ers 1 
mea) (Ben —sm)4. | 


aie oan | le )z 
2 Ry 


+5 [(f)epe ete (4) 08 qin eteten |, ae Re ef (1, —%1,) 


+) ee] a gfe 


eas eae Bra2a: 81526 
dz, 2 B1a2b°B1b2a 


— Aol a | )! ae (p1 + Ye — 2) + ()() By 0s (Pit Yo + 9, —39%;,) 


a 


n Blaze’ Bisap | 


ie Bioea 4 


1 of (m, m4 (3)(2) e m9 FH) 4 ...| 
\R, 


aM, 
~~] 


R? 
+ ()()"a cos (7; +%2 + 29,—4%1,) + °° 
pif item +a —1m) +2 ()() oma a 
+2 (1)( 2) Ba Tt cos (3p + Fa + 2B, — — 69) -+--- 
+= (5)(5) har 8 (a + 3 Fe — 4) be Nese cos (71 + 3 %2.+ F1,—5 F,) 
1,72 , 
1G) GiaiBnin +3914 2-890 +f 


Alle Argumente in den Cosinus-Funktionen lassen sich durch die auf die Lage bezogenen 
sogenannten ,,wirksamen‘“ Drallwinkel 


BOTT Ph B= %.— i, 
und den Kreuzungsdrallwinkel ¢ = 9), — ), ausdriicken: 


ao — tates 2ST Ry cse+e—o +g 


=0 


BEI Berosse—ooa 
et ore be bee 6) 
* 51) 88 DE BY coe (50 +8—[v+5]°) 


ri Pe : Pe . ~ Archiv fir 
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orc oM, 
Berechnung des Teilintegrals ora 
2A 


Da 
aM, — aM, 
—__ = t ° ) a . 
ae, = 1B bt BEL, COS (FH, — Pn) °F, 


ist, kénnen wir schreiben: 


oM Lin th 
a — Ot. 4 te br, - te Er, 


Oz, rf 


y, { () < ee (ZY Leos (a + B—[»+ 2] e) + cos (a+ B—»-e)| 


nw 


(7) 


1 [cos (s+ 38 —[y+ 2] e) + cos (a + 36 —v-e)| 


ai les 2 oP ied e) + cos (3a + 6—[y + 2]2)| 
[ 


M 
Berechnung des Teilintegrals Be 
ai 


Hierfiir muB gebildet werden (vgl. S. 337) 
Baza’ Bib2a a) (ee b—a) (1 + 6+ a) _14+26+4+ 6—a? 


Biazs: Bises (1 —b—a)(1—b+a) 1—2b + b?—a@? 


es 2 e 
0 nn eee ee 
—In (81 220° Bis28) ° 3 
2b po (ab ae ott a 


wv 2|2b—— (tz (a) + = (3)2b (ary 
+ 2P/eo—2()200— ar (Jenne —ey 
++ (52 (amy + | 

nfs sel 
+ [siden se 


aL ee eae 
fon te 


(ze a +(%) rie gilomti) 4 L(\a gist aes clare 
5 35 


In Biaza: Bisea 
35 3 \3/ 83 it 


Bia2o: Bis20 


@ 
_ 


L15\ 473 PS Gartse) 1 (5\ 2 Ji so. c "8 "9 of g. 
& ° 1 2 eo ean 2 ss 7 (6 Gy + a) 
Seaclenie + Glee tl) eee eee 


/ 


ete cece H. Lav: Magnetische Kopplung zwischen den Stammen zweier Sternvierer 341 


Nach Einsetzen der Reihen fiir (1/3))” erhalten wir: 


1 Blaze’ Bio2e Ae a eae Green) 2\ (Ry se —291) 1.5. 
~ 4{ Clee p: ae ) +(‘)5 a Py Pl, + E (= é! aD JR + . 


ayes Bives 3 3 


1 |(3\14% oj (201 +e 3.9,) \ 8 (Gos ep) ( Ry i (o,—%,) 
ea eee et a ec ue 


+ (\Bfeen em y] 4 t[e][ feof. 


2 
0M, Mo My = ~s 1 Biaza’ B1b2a 
a; Se tg éz, tg &,, 2 cos (7, — Y,) Re eh mae rae ee 


~~) — tg éz,- tg é, +8 cos (Y1 7) (i) 3 R, cos (P, — ,,) 
Eatag R2 
os @ (‘)! - cos (Y_ + Yi, — 2 P,) + (") (?): Re cos (% + 29,—39,) +: 


Z al (<)4z 2 cos (291 + %2—3 1) 


3 R3 
++(3)(3)4% cos (29, + G2 + 9,—4%,) +° 
+ F()(2) wer %— 3H) + 5 ())(s) Sag cos Oe +m — 4) + 
Wir fiihren wieder die ,,wirksamen‘‘ Drallwinkel und den Kreuzungsdrallwinkel ein und 
bekommen: 
A . . 
7a a tg ér, tg &,, 4 
x : ( ) “a > ()Ry cos (« + B — [y+ 1] €) + cos (=o +6 1)2)| 
+2(3)9 ~ (es ‘) 21} [cos ( Gop — 7-3] € ) + cos (« +B — + 118) 
sak —) 2 
Se ct a 1-2) cos (= art 32 — iy aie 
a ~(3) al 5 z) [cos (« + 3B [y + 4] €) ee p—[ )| 
2 (s\rin Sry + 4) (Ry — + cos (3a+f8—[v+3]e 
2 fe SC) flow ont eo rsa bebe re—0 a6 


; oM 
Berechnung des Teilintegrals oom 
at 


Hierfiir muB8 gebildet werden: 


Baza’ Blaze (1 + b— a) (1— b— a) jesat de GP 
Regnery Pe 4 1+2a+ a?— bh?” 


B1o2a° Boz 


Dies entspricht dem Wert des Bruches bei Me , wenn a und b sowie Zahler und Nenner vertauscht 


werden. Dementsprechend wird: 
" 


tp Btate: Bees <f aie ae Ne ei 3% a Yh) a glaten) + +(°) 1 gf % 
812° 81520 o} 8 hs 3) \2) 38 38 


Car 


(10) 


1 f5\ FEY Biter os 1 [aN % es 
ip) (aaa +404) 4 ~() 4 ima 4, ae 


Archiv fir 
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Nach Einsetzen der Reihen fiir (1/8)” erhalten wir: 


in Sisto Brose ny — 4 (1) Z eee s+ (Se el-@ 4 (2) (Bef ate 2 
Biv2a: B12 1 \o/ Ry ty 2) \ile 
11/3) 72 of(8,—37,,) 1 (3)\71"2 gi (a +29.—3%,) 3\ Fy | gi(v1,—91,) 
++|()4e vm) 4 (3) 98 e I, cee EE e!( 


£ (Beene 4.) 44 f le feed, 


OMe Mth ige, . tg G,,- 2.008 (py, — Ga) - Ren Disks’ Breas 
1 al B1v2a’ Biv25 


1 


ee oe SO eet e) y fs 2S 
PS = io te éy tag, 8» cos (Po m1) ; (°) es (P1 Pi ) 


a dae ran 1 RY Pi, 
+ alba: (P1 + 1, — 2%) + ()() pra (tees he scr Vg 
TBS Ik ra 
+$()(2) eee Ger—se.) + 5 ()(;) hag ors 3 + 0h, — 4A) + 
V7 2 R @ O, 
(DIF ame —am + ZEEE on atta 
+e. 


Benutzen wir die ,,wirksamen“ Drallwinkel und den ,,Kreuzungsdrallwinkel“ (vgl. S. 339) 
so kénnen wir das Ergebnis folgendermaBen ausdriicken: 


0M, 
dz; 


ry + Ot. 4 - te ey, tee, 
«fa Seber roam —p— rsa 


o/\R 


4 aS +2) (BY [eos (3a +6 — [vy + 2]e) + cos (3«0—B—[» + 4]8)| 
(11) 


Fall cos (x + 38 —?- 8) ) +c0s (« + B —[» + 2] 2)| 


=a % 


Ry 


+2 ()2 30492 [eos (60+ Pb + ae) +005 (50—P—b + 6)9] 


Berechnung des Teilintegrals set 
Bi 


Hierfiir mu8B gebildet werden: 
Dicee: Disa insu sot see (1 + a—b) (a—b—a) (1+ 6+ a) (a—b+a) 
= 3) (1—2a-+ a? — b*) (1 + 204 a? — BP) 
= 34 (1 — 2 0?— 2b? 4+ at— 2 a? b? 4+ D4) 
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Meyer ere ee Bian) ey 4 In 3 — 2 (a? + b*) + (G2?) 


= =. [—2 (a2 + b) + (a? — be)? 


et = [— 2 (a2 + b) + (a? — Bb?) 


ww 4 In 8 
—= (a? + bY) —— (at + 6 oP B+ Bf) 
— = (a8 + 15 ab + 15 a Bt + BY 


. 
? 


OMe , Hobr tg £ tg E,,- 2 008 (p1 —#) {4 In eacciNs ~ + Re In 3 
zy 27 : E Woe" 
—Reln @reze* Bra20° Bisa Biseo) 
pe Moly. A : Syies Id. 4 (2 Cie 729, 
ema tg é,,- tg, - 2 cos (py — %,) poe + Re . (2) 32 S 


4 [2\N% 726 Tie i (4) 4 (4) 1178 oi j (2¢1 + 29s) 4 () 2 
eee as -€é 2 x 1 2 aS ates 
Re 2 () 32 a aa“ “4 \2/ 38 + 4 \4/ 9 


i is Oe a eee aes 
6 \o/ 88 6 \2} $5 Zt 


Nach Einsetzen der Reihen fiir 1/%))” erhalten wir: 


a 
021 


M, E d, 

Oe petal gb, ty, 2608 nF 410 eal Re| 4 
4 
4 


+( be (am, —2F) 4. 


ot es eyes al tg é,, tg é,, + 8 cos (y — Q,) {in at 
4 e 30 
1 [2\ 7% — — 
=(; ) 7 cos (291 — 2 %,) +l (2 2 — 291) 


es 
x 
ne 
be 


iL PN PNA IE 5 aos 1 (2 
reign tm —am +20) 


oO 


ose. 


+= cos (2 G2 + Y,— 


1 cos (2 9, + 201,—4%;) +2(\0)8 cos (2%, + 291,— 41, 
2 


1 B\7a ine 
ZAG) Noi he 


- 
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1 /4\ /3\ "4 1 /4\ (3\72 
aE ~ (32) cos (4%. — 4%) = ae )G aco (29, + 2G, —41,) 
1 /4\/4\ri R — 1 /4\(4\72 BR, 
+=(3)() an (49% + %,—5%,) +=(1)(4\" an 1 cos (29, +2 G2 +%,—5%1) 
+ ape 
: 4 "5 os —+- #6 
+= (3) ae cos (4 G2 — 4 i,) 
v3 R, a 
+2()(\t Bos 4m +o —sm) t- 
+: * 


Mit den ,,wirksamen“ Drallwinkeln und dem ,,Kreuzungsdrallwinkel (vgl. S. 339) wird daraus: 


ees py Por. “TANLe epee tg &,, ‘6 cos (a — B — e) In Hal 
+4 Die "| (G2) foos (a —B—» + 3] 6) + cs («+ B—ft+ 1} €)| 


‘)[c os (o + B— Paleo) Faces a+ 3f—ly 1] ¢] 


— 
nfo 
SS 
a a 

xs 
Ms 
ans 
w+ 
rsa 
Pa 
acs 


ae (13) 
+7) DU 5 (ey loos 6-2 —b + 518) + cos Ga +2—Wr +310] 
* (> i °) BY [os (30+ B—[» + 3]«) +cos(«+368—[y+ 1] 2)] 
ay 
Die Amplituden der Cosinus-Funktionen sind nicht mehr von z, abhangig. Nur in In —?— 


ist noch eine Abhangigkeit von z, vorhanden. Wir formen diesen Wert deshalb folgende rites 
um: 
d 


In —4- = In—* — Reln 8, 
Ye So % Vet 
= In — Re In (R, — 2) 
Ver 
vt 
= In“ — Re nf, — Re In|1 —z 
Vert R, 
d. R Af ie \ ieee Ee he 
wae kl RT ALB 
ye Rk, 1 Ry 2 Ft, zu 3 Key : 
d R 5 — 4 {R:\2_. a R Sears a 
in 2s Re |? ef (v1, -—%,) + + (21) ei 2o,—-20,) 4 + (*) ls0,-30%,) 4 .. 
Lee Clee Fee , Bie k, x Lave 
d R — 1eRDN2 ee 
we In ie t+ F008 (Pn — on) + = (Ft) 008 (2:7, — 2 9) 
3 


R —" 
+= (34) cos (3%), —3%,)++::, 


2 
d, d 


fe 0) 
R Y 
='In “3 esis 48) 
= marae tie (#) cos (v - €) 


v=1 


XLIV. Band 


Heft 6— 1059 H. Lau: Magnetische Kopplung zwischen den Stammen zweier Sternvierer 845 


Damit wird 


= Hote 4 tain, tger,|2 cos (x—f—2)-In 
I 


ol 
Ve R, caf 


+ 2 (2) feos Co ete) ee C05, (0 —— Pp ea 2) e| 


2 


+2 ()A S(T RY bo @a—p—p tao tose +e—b + 119] 

+ FC) 7 )(p Leos @ + bb + 118) +008 (a+ 38——a19]p 8 
+ A() ASUS RY eos ae sl) tos e+ Pb +319] 

+ “a > + Vg) feos Ga +b + s]e) +008 (+ 38—b + 0)| 
et 


Gesamtergebnis fiir die ecw Lage-Lage-Kopplung 
Fiir die Teilintegrale mil My ; els und 2” sind die Naherungslésungen ermittelt. Sie 
Ozy Oz, Oz, a dz, 
enthalten alle eine Abhangigkeit von z, nur als lineare Abhangigkeit in den Argumenten der 
Cosinus-Funktionen. Die Integration fiber z, ist deshalb leicht durchzufiihren. Da das Ergebnis 
nach der Integration nicht so iibersichtlich darzustellen ist, wollen wir es vor der Integration 
zusammenfassen und die Integration nur an einem Beispiel durchfiihren. 


@M 0M, , 0M, , 2M, , @Mqz , 2M, 

Ozy Ozy Oz; Oz, dz; ye 

oM Ho by 8 < A 

ee : =F COS (os —[v+ ile 
Oz; Pais ee PCG Ne ae Deval, 


(Fy) cos Ga + B—Le + 316) 
( 


'Y cos (a + 36—[y+1]e) 


“)Ae (9) (Fy cos 6a + B— b+ slo) 


aM , 
—! wy — aoe 4 one la 


[y + 4] 2) + cos (3a + 6—[y + 2] 6)| 


er aaee 
Po | PU 
Sa 
= 
— 
io) 
(e) 

n 
@ 
R 
+ 
RD 

2 


iS) 


J [oos (@ + 38 —[ + 2] 2) + 00s (« + 3B—v-s)| 


S==6 a 
ee 
H 


Bb 


'Y [oos (5a + 6—[v+ 6Je) + cos (5a + fh—[y+ 4] e)| 
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af ae eas 4tgez, tes 
x {= (3) 2 (2) Ge) Leo («+ f—[y+1Je) + cos(—a+f8—[—1] e)| 
+2(\8% (5 7)(BY [cos ga + P-L + ale) + cose +8—b + 116) 


aM : 
pie es 
aT 


ow | 
TS 

WN 
Soa ee 
3 
me! & 

row 2 
2 
iM ° 
S = 
amen xSe 

| 
See 
oan 


; Z) [e0s 6 op ear ey cos (a + B—[v + 2] 8)| 


+ 
wr | 
ee 
noes 
Ota 
wo 
is 
[o) 
aaaest 
“> 
eats 
ee es 
| 


) Leos (5. 2p == (P e4ice) ces (5«—f—[» + 6]e)| 


lao] 


Ve R,% 


—— of OES eee 86,,)2 cos (« — B —e)-In 
20 


v1 
[cos (« — B — [vy + 2] e) + cos (a—B+y-e)| 


aes Teil cos (3a — B — [y + 3] 6) + cos (a + 8 —[» + 1] 8)| 
mo eal cos (a + B—[y + 1] €) + cos ( -o-+ 3B —[y—1] 8)| 
ma 3 


(72) [eos (54 —B — Dv + se) + cos (3a + B—[» + 3} 8] 
\(: 


ay [cos (3.4 +B —~ [y+ 3] e) + cos (0 + 38—[ + 1]8)| 
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Von 2; sind nur folgende GréBen abhangig: 


re a ea a 4 ae ier. rly 2IC Grza4 9 z a8 
Yi Vi, ye P10 dp, Oia ee ae Nea W2ke 
22 ) 


B= may ER eee, | 27 < Pf 
at Seem d 1 1 P20 Ae GS EIU resi! Zag} t Pa Pin 


2 2 


27 2 


€ ie, = = a ay ire kes ‘ 


Sie kommen nur als Linearkombinationen in den Argumenten der Cosinusfunktionen vor. 
Die Integration tiber z, macht deshalb keine Schwierigkeiten. Wir wollen sie nicht fiir alle Glieder 


: ae s ; oM, 
anschreiben, sondern als Beispiel nur fiir das erste Glied von ——* 
<I 


l 


7 [—Se stu. ~ (*)(2) 0s (« + B —) dz 
0 


27 


an (> aie rae + Pro + Yoo — 2 Pi dz, 


1 2 


1 : 1 1 2 

Holy oti" Btn |27r| opin 2 

= -8 1 1 a, a, ay, 
2 ike Page| | —— — 
0 a, d, ay, 

is [th eRe 1 , 1 1 z\ 4 | 
= = -SINn|2 7 —_ 5 2 

20 Ii fe 1 1 2 | (=. = d,7 GL, r Pio + P20 Plas 

Pes lads 


= ey gear eg 
27 Ss 
( di, j 
Man sieht, daB sich jedes einzelne Teilglied der Gegeninduktivitat sinusformig mit der Lange 
des Kabels andert. Der jeweilige Wert fiir eine bestimmte Lange kann je nach den Anfangs- 


winkeln zwischen einem positiven und negativen Héchstwert schwanken. 
Die gréBte Gegeninduktivitat (= gréBte magnetische Kopplung) tritt rechnerisch meistens 


iM, . 
2immer Null 
ay 


‘ 3 5 4 to) 
dann auf, wenn das Argument in der Cosinus-Funktion des ersten Gliedes von 


ist, d. h., wenn: 
1 1 2 


d 


= 10) 
1 a, ar, 


und gleichzeitig 
Pio + Poo — 2 Pi, = 0 oder = 2. 


Dann wird der Anteil des ersten Gliedes 


20 3 


M,, ® 4 tebe. 72 [ cos (0 dz, ww + etre 27, 


Fiir ein 24paariges Tragerfrequenz-Fernkabel mit 3 Sternvierern in der 1. Lage und g Stern- 
vierern in der 2. Lage ist beispielsweise bei einer Lange von 426 m: 


1] = 426 000mm, 
1 Tope, WU 
RK, = 3.7mm, 
RK, = 10,1 mm-= 
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: AH : 
Mit “or — 2.10970 = wird 
PAR A mm 


Me Reo 16 ee Cio es 


vee sa 10,12 


M,x~+19nH. 


Dieser Wert wird praktisch im Kabel nicht erreicht, weil es nicht gelingt, die Bedingungen bei 


der Fertigung so genau einzuhalten. 
Die Scharfe der Postbedingungen ist daraus ersichtlich, daB alle Gegeninduktivitaten in 


diesem Kabel kleiner als etwa 3°/9) des theoretisch schlechtesten Wertes von 19 wH sein miissen, 


um sie zu erfiillen. 


Magnetische Kopplungen innerhalb einer Lage 


Als Sonderfall ergibt sich aus der Rechnung auch die Kopplung innerhalb einer Lage. Da in 
diesem Fall |{t,| = |9t,| ist, gilt die Voraussetzung fiir die Reihenentwicklung von (1/8 )” nicht 
mehr. Wir miissen also von den Gleichungen ausgehen, die das (1/3,)” noch enthalten. Fiir die 
Kopplung innerhalb einer Lage ist 


SOE P1,+% 
a — a 
8) = My — I= so: ¢ : 


betragsmaBig eine Konstante. 
Aus der Gl. (5) gewinnen wir 


GA Brace *B1b20 ~w 4 1 ie a -e (v1 +%— %],—9%1,—2) 
Bia2s -Bibea ‘ 0 


3 ra ae 
tee 4\"1"2 . gi 301+ %—29),—29),—22) 
4 \1/ 39 
eee mt =a 
cevaWisc sas oe wan or 
4 
4 \3/ So 
5 ‘ sd a 
ae OVEOtaN (5 1+ %—3%,—39),—37) 
OL Liiase 


Aus den Gl. (8) und (10) folgt entsprechend: 


Se = : 2%—%],—%], — 
In B1a2a’ S1d20 a | (") fous dee 2 es 


B1a25° 81020 So 


Vf 
41+ 201 —3 %],—3 9], —3% 


+i fjin. ol ) 


5%, —3 %],—3 9], — 3% 
3 . 2 1, Ly 
Y 2 
3 am Jl 5 
3] 56 
f { Rese) 
1 x _ _ = — 


1 5 %, 9 
tle Sy 
5 () SO ; 
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und: 


ry ey - ~ 4b, Fly 
In Baza" Braad (te 70 ere 


B1b2a° Bib2b 


OES EY haz 


/ 3 
2 Vaid 
eee . 
3 \0 So 
201+ 4% —3%],—3%],—3% 
1 /3\% 73 4 
are ree : 
BR) se 
10 91— 59, — 5%], —5 
j 
£45\ vt 2 
SN So 
eal 
sowie aus Gl. (12): 
In (Bia2q* B1a25* Bis2a* B1s2s) © 41n 3 
4 1 (2 EOP AG Seite) cine 2 % ie —%1,—%1,-% 
2 \o} sé ZANey ESP 
ais < (ad (4 1 — 2 9], —2 9], —27) 
4 
ABNO/ES, 
a4 (Aa Jentencan, —2 9,29) 
4 \2] s¢ 
elit 4 Lp NO Tai Fie 6 nn i (6—3 %, —3 %), —3%) 
4 \4/ sp 6 \o/ sé 
A 


Wir konnen diese Werte in die Gln. (4) fiir die Teilinduktivitaten einsetzen und erhalten 


~~] 


dz; 22 


0M, 4 Hobr g 


1/2 — Sa 
2 (°) “008 (Pr + Pa — #1, — Pr) 


3 vere a 
— = (8) Ftc0s (39+ %—2%,,—2%) 
4 \1/ So 


3 =< = 
(3 2s (1 +3 %,—2 1, — 2 Yi,) 


4 
So 


‘6 5 t= ca 
a =() 4 cos (5 G1 + P2—3 91, — 3%) 
So 


ater |. 
0M, eo 0M 
= te? fe ie 
dz; 8 eres (Pr, 1) zy 
OMe, bo Me Bees Rye Mea la 2 Cask Ml 
ax areas 8tgé, tg = cos (1 Pt.) | i () So sin 2 A 
1 (3\r3% — _39,+ 3%), 1(3\" a pee 
ee ete os amen 
1 (5\"i% .: — -59,+5%\) ..., ... 
— = (7) tsin (4 91 + E ae , 


25* 
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— LKB n+ Ph 
2a ny 4 Hal 8 gb, 008 Ge—m)| + + )Z+sin (p, —2a= *) 


fe) 
dz; 


2 3 


+2(°)4sin(5 9, 24 SP) geen, 


3 . 3 Fl, St 3D 
betes () “1 sin (3 pee ses 7) : (3) = 2 sin (vs + 2%,— $f +30) 
Ss 


0M, 
dz; 


ea |2,| moe. (?) "1. cos (2 DP) Di, P1,) 


2 
Ve So % 2 \9} So 


ev + Er tgé,,- tg &,- 08 (Pi — Pr) - 
2 = — 4 — 
— (2) 4-008 (2% — py — G1) + = (6) 4 c0s (491 — 2 #42 M1) 
2 ADNO/ES, 
1 (4\72 73 PLR 1 (4\ 7 yes —2q)) 
+2(1)98 cos (29, + 2%,—29,— 291) + —| |7008 (492 — 2%, Ply 
2 uese 4 \4/ So 
6\ 78 aes 
— 4 (() eos 6 ¢1—3%,— 3 PH) — 2 + 


Unter Benutzung der ,,wirksamen“ Drallwinkel «9, By und des konstanten Winkels é, der die 
Lage der beiden Vierer in der Lage zueinander festlegt, laBt sich das Ergebnis folgendermaBen 


ausdrticken: 


am  aM,. 0M, , aM, , 0M, , OM, 


Oz; raz zy a Oz, ty dz, uaa 02, : (15) 
0M, Mo My | 2\% 
eoielg «ais ie (7) 32- COS (%» + Bo) Tanta | 
Oz, 20 2 \iyarse Gl, + Pl, 
X = a , 
” an We Wen 
aR COS (3 % + Ao) pie 
(ae 
— iyateas (% + 3 Bo) = 
4 Eo = Yi, — Pi, 
1 
ae : ( jae 2 COS (5 % + Bo) = a OL 
+--+ 
OM w, te®E, » COS Ey ae 
Oz, a (15a) 
0M, Ho Uy. 
Sart ANE Sr tee, 
it 
a Ey es em 
Xx |— =e oa sin (o le Pos $60) + sin = Oy + By + — 6) 
0 


sin (3 Go Pom = 69) + sin (x6 5 Nee oe ~ 0} 


Heeok sin ( a + 3 Bo + = 60] 


sin (5 Oy + Bo — a) + sin (3 a + Bo + = e) 
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aM | Hole, 
ae RY ++ oe 4tgé,-tgé, 


x {+ +() mn sin (% + Bo + 60) + sin o — Py —~ 6 
— = (3) {sin (3.09 4 Bo + = *) 4 sin (3 a —Po— > 
— £(3)'3 sin (49 + 3 Bo + <#) + sin (ay + By —= 4] 
in =(3)3 sin (5 Keio = 64) + sin (s x0 — Po — = 6 
ns ol, 


aM, 1 


021 


+ hr 4 te Sp, . tye, [2 cos (% — Bo) ; in St 
sas (15) 
[cos (3 o&% — Bo) + cos (%) + Bo)] 


2 
aA 


Sate 
ee 
Ce 


2 
So 


tbs 


[cos (o%) + Bo) + cos (— % + 3 fo)] 


ve 
ee ae 
nv oN 
Taner 
Sollee 


Ss 


v 


[s 


oad bass 
of 
Son RE 


[cos (5 % — Bo) + cos (3 % + Pr)] 


Ss 


on 


"17? [cos (3% + Bo) + 608 (6% + 3 Ao)! 


v3 


w 


+ + + 


Ea 
dn + 
SS BAS ay ay EE” 


[cos (%») + 3 Bo) + cos (— % + 5 Bo)] 


s 


ae 
- - 


om 


Y 


a| + ale ai alr 


[cos (7 % — Bo) + COS (5 %& + Bo)] 


=> OS SO 
OQ Se 
BASS 


Zahlenbeispiel 


Vier Vierer sind in einer Lage miteinander verseilt. Wie groB sind die magnetischen Kopp- 
lungen zwischen den a-Stammen der verschiedenen Vierer ? Die Viererschlaglangen sind: 90 mm 


Bild 2. Querschnittsbild eines Kabels mit vier Vierern in einer Lage. 


links, go mm rechts, 180 mm links und 120 mm rechts. Die Lagenschlaglange ist 360 mm rechts. 
Der Anfangsdrallwinkel des 3. Vierers sei 90°. Alle anderen Anfangsdrallwinkel der Vierer und 
der Anfangsdrallwinkel der Lage fiir den 1. Vierer sind gleich Null. Der Drahtdurchmesser 
betragt 1,2 mm, der Durchmesser der isolierten Ader 3,1 mm. 

Damit ist: 


1 
ff Syl aaouoaly r=g-—2=2,2mm. 


1 Innerhalb der Lage ist die Bevorzugung von d, gegeniiber d, nicht berechtigt. Man sollte deshalb nach 
einem Vorschlag von BREMICKER [4] hier \Vd, d,| statt |d,| schreiben. 
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Fiir benachbarte Vierer ist sy, = 27 ++ g=g (14 y2) =7,5mm. Fiir gegeniiberliegende Vierer 


iStisaq = \2 *So, = 10,6 mm. 


= 1 
ane /2 = 0,293, * == (y/2—1) = 0,207, 
Soi Sag tans 
27 re 27 z 
Yi Tee 1, Oe 
27 20 rt 
Po ee evi i, 360 A ’ 
A I ig? 2 ee 
TS ieb te ae oe RS: ; 
= 2% re 20 LES 
P4 120°” LAr oe 360 aoe 
— 20 
tgé, = aE 5,3 = —- 0,002, 
20 2% 
tg é,, = 90 Pete 0,153 ; Tee, a hk oom Up fa ==) —— (Oils. 
250 2m 
tee, == ee = + 0,077 , USS i= a ge Ae OAS 
Lity eat Om! =p, 18! nH 
= 0O, — =! (OG INO) SS (0 = 
Ve 577 » sg Ape a =n 


Setzen wir diese Werte in die Gl. (15) ein, so ergeben sich in 2 Fallen in den Argumenten der 
Winkelfunktionen Werte, die nicht von z abhangen. Das ergibt Kopplungswerte, die propor- 
tional mit der Lange ansteigen, also fiir Kabelkonstruktionen unbrauchbar sind. Es handelt sich 


um die Kopplungen zwischen 1 und 2 sowie zwischen 2 und 3. Das 9g. Teilglied von ee 
Zy 


CVE. Saal Up 8 1 /8\73 78 
— FY : -~ COS 
dz, 20 SANS ees. (3 + 5 Bo) 


wird fiir die Beziehung 1—2: 
OM a9 nH 
—=  — 0,00061 —. 
Oz; mm 
Fir 300m Kabellinge wird M,) ~ —183 nH! Das 1. Teilglied von — 


a 


a 
OMay , Hobs g 


dz; Page 2a 


ne (?) 12 COS (a% + Bo) 


wird fiir die Beziehung 2—3 
OM a, 


zy 


Fir 300m Kabellange wird M,, ~ — 41400 nH! Auch die ersten Teilglieder von M, und M, 
ergeben fiir diese Beziehung langsproportionale Anteile, die jedoch gegen M a, klein sind. 

Bei den nicht langsproportionalen Anteilen geniigt es, das 1. und 3. Glied von M, sowie das 
1. Glied von M, zu beriicksichtigen, um bei der hier vorliegenden Konstruktion alle iiber 0,2 nH 
hinausgehenden Amplituden einzelner Schwingungen zu erfassen. 

Fiir die einzelnen Beziehungen erhalten wir folgende Werte; wobei z in mm eingesetzt werden 
muB: 


nH 
i 0,138 ———, 
mm 


Vierer 1 — Vierer 2 (jeweils Stamm a) 


‘ 


M & + 3,94 Cos at oni sin 2%»  9,00061 4 nH 
180 45 


—_— ee, es «6 Ne, ee 
Mai M1 May 
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- Vierer 1 — Vierer 3 


27 2 
M x» — 1,20 cos —z + 1,20 — 0,48 cos phlbs + 0,48 nH 
180 45 
— a 
Mae Mai 


Vierer 1 — Vierer 4 


2% ’ : 
M w — 2,64 cos —~z + 2,64 + 0,68 sin —” z — 0,51 sin +z nH 
120 360 6 


: SOY 
See eee, eee ee eee eee 
Mai Mae My 
Vierer 2 — Vierer 3 
270 
M wx — 0,138 z — 0,46 cos mar + 0,46 nH 
a 
Mai Men 
Vierer 2 — Vierer 4 
5 PGF sez. OU 
M w& + 2,96 sin — z — 0,78 sin — z nH 
300 72 
ese 
Mei Mai 
Vierer 3 — Vuerer 4 
. 270 25 Ph 
M x» — 7,88 sin — z — 0,35 cos — z + 0,35 — 0,23 cos —z + 0,23 nH 
360 YP 120 
—_—_—<_—_—_—_—_—_—<_« —@$_—=—_—_—_—_—_—_—_—<—$— —_—_—_—_—_—_—_ 
Mat Me Mg; 
nH Vierer 1—Vierer 2 
+5 
0 [= 
300 600mm. 
-5 Zz 
‘ 
nH Vierer1—Vierer 3 
+5 
re ET a I a Sm AERTS we 
300 600mm 


0 | | ! 
300 600mm 
Z2— 


nH Vierer 2-Vierer4 


Bild 3. Magnetische Kopplungen zwischen den a-Stammen der Vierer. 


Der Kopplungsverlauf fiir die ersten 600 mm Kabellange ist in Bild 3 fiir die verschiedenen 
Kopplungen zwischen den a-Stammen der Vierer aufgezeichnet. Entsprechende Werte lassen 
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sich fiir die Kopplungen zwischen den $-Stimmen und zwischen a-Stamm des einen Vierers 
und b-Stamm des anderen Vierers ermitteln. Wird in einer ,,Phantom‘‘-Schaltung der a-Stamm 
eines Vierers als Hinleitung und der 0-Stamm als Riickleitung benutzt, so andern sich die Kopp- 
lungsgleichungen. 


Zusammenfassung und Erlauterung der Ergebnisse 


Ausgehend von der allgemeinen Formel fiir die Gegeninduktivitat zweier Stromkreise geringen 
Querschnitts werden die allgemeinen Gleichungen fiir die magnetischen Kopplungen zweier Paare 
bzw. der Stamme zweier Sternvierer in verschiedenen Lagen abgeleitet. Als Sonderfall werden 
am Schlu8 die Kopplungen innerhalb einer Lage behandelt. Im Gegensatz zu den Arbeiten von 
SCHILLER [2], SIEBER und ScHLUmp [3] werden dabei auch die nicht achsparallelen Komponenten 
der Stromwege beriicksichtigt, die das Ergebnis entscheidend beeinflussen. 

Fiir die Berechnung der Integrale, die BREMICKER [4] auf einem interessanten, aber analytisch 
schwierigeren Wege schon gelungen ist, wird eine Reihénentwicklung der Wurzelausdrticke vor- 
genommen. Wegen des geringen Einflusses entfernt liegender Stellen wird der Bereich der ersten 
Integration von der endlichen Kabellange auf eine unendliche Lange ausgedehnt. 

Die Gegeninduktivitat ergibt sich als Uberlagerung einer groBen Zahl sinusfoérmig mit der 
Kabellange veranderlicher Einzelwellen, deren Amplitude angegeben wird. Sie kénnen bei 
ungiinstig gewahlten Schlaglangen zu proportional mit der Kabellange anwachsenden Gré8en 
entarten. Besonders gefahrlich erweisen sich niedrige ungeradzahlige Verhaltnisse (1/1, 1/3, 3/5) 
der ,,wirksamen“ Viererdrallwinkel in Verbindung mit bestimmten Vielfachen der ,,Kreuzungs- 
drallwinkel‘‘. Umgekehrte Drallrichtung fithrt zu viel héheren Kopplungswerten als gleiche 
Drallrichtung. Werden nach SIEBER und ScuLump [3] nur die achsparallelen Komponenten der 
Stromwege beriicksichtigt (vgl. das Integral M, auf S. 334, 345 und 350), sozeigt die genaue Rech- 
nung, da8 innerhalb der Lage ungeradzahlige Drallwinkelverhaltnisse bei gleicher Schlagrichtung 
keine gréBeren langsproportionalen Kopplungen ergeben, was mit der Erfahrung in Widerspruch 
steht. Durch die nicht achsparallelen Komponenten der Stromwege erhalt man in diesem Fall 
‘magnetische Kopplungen in der beobachteten GréBe (vgl. insbesondere das Integral M, auf 


S. 334, 346 und 351). 
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Entladung einer Induktivitat iiber veranderlichen 
ohmschen Widerstand 


Von 


H. WeEH und M. FRIsTEr, Rheydt 
Mit 6 Textabbildungen 


(Eingegangen am 2. Marz 1959) 


Ubersicht. Die Aufgabe, die in einer Induktivitat gespeicherte magnetische Energie in mdglichst 
kurzer Zeit abklingen zu lassen, wird vielfach mit der Forderung nach Einhaltung einer héchst-zulassigen 
Spannung wahrend des Abklingvorganges verbunden. Zunadchst wird die Ideallésung gesucht, die sich aber 
praktisch nicht oder nur schwer verwirklichen la8t. Eine technisch einfache Lésung ist die Ausniitzung der 
Temperaturabhangigkeit ohmscher Widerstande zur Abkiirzung der Entladungszeit. Die Gleichungen dieser 
Lésung werden abgeleitet und mit den Ergebnissen der Schaltung mit temperaturunabhangigem Widerstand 
verglichen. 


A. Ejinleitung 


In vielen Anwendungsfallen soll die magnetische Energie einer Induktivitat in méglichst 
kurzer Zeit in einem ohmschen Widerstand in Warme verwandelt werden. Bei einem temperatur- 
unabhangigen Endladungswiderstand verlaufen Strom und Spannung wahrend des Abkling- 
vorganges nach e-Funktionen mit negativen Exponenten, wobei die Zeitkonstante bekanntlich 
R/L betragt, mit R dem gesamten ohmschen Widerstand und L der Induktivitat des Stromkreises. 


L 
u 
| 
Bea 
R 
Bild 1. Ersatzschaltbild. Bild 2. Verlauf von Strom 7 und Spannung # in Abhangigkeit von der Zeit ¢ fiir R = const. 


Der Hoéchstwert der Spannung tritt im ersten Augenblick des Entladevorganges auf. Die GréBe 
der Spannung ist durch das Produkt R- 7%) gegeben, wobei 7) der vor dem Zuschalten des Entla- 
dungswiderstandes durch die Induktivitat L flieBende Strom ist, (Bild 1). Eine Verminderung 
der Entladungszeit ist durch VergréBerung des Widerstandes R méglich. Damit wird jedoch 
gleichzeitig die Spannung an der Induktivitat vergr6Bert, was nur bis zu einer bestimmten, durch 
die Isolation bedingten Grenze méglich ist. Will man die Entladungszeit ohne die gegebene 
Spannungsgrenze zu iiberschreiten weiter vermindern, so muB man den ohmschen Widerstand 
wahrend der Entladung vergr6Bern. 


B. Entladung iiber stetig veranderlichen ohmschen Widerstand 


Der Spannungsverlauf fiir konstanten Widerstand (Bild 2) legt den Gedanken nahe, eine Be- 
schleunigung des Abklingvorganges durch eine nach dem Abschalten der Spannungsquelle ein- 
setzende zunehmende VergréBerung des Entladungswiderstandes vorzunehmen. Die gegebene 
Spannungsfestigkeit der Anordnung wird am besten ausgeniitzt, wenn der Widerstand so ge- 
steuert wird, daB die Spannung wahrend des Abklingvorganges dauernd den Maximalwert ein- 
halt. Die Spannungsgleichung fiir den aus Induktivitat L und ohmschen Widerstand R be- 
stehenden Kreis lautet: 


eA 


pi == CONST, (1) 
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wenn mit 7 der Strom, 7’ dessen zeitliche Ableitung, und mit 
Uy = 4 (2) 


die konstant gehaltene Spannung an der Induktivitat bezeichnet wird. Mit dem Anfangswert 46 
fiir den Strom zum Zeitpunkt ¢ = 0 lautet die Lésung der Differentialgleichung (1) 


ae t 
Wade, (: — Z| (3) 
wobei Ty) = — = die Bedeutung der Abklingzeit hat, nach der 7 = o ist und Ry das Zeichen fiir den 


Anfangswert on ohmschen Widerstandes ist. Dieser Stromverlauf (Bild 3) setzt eine zeitliche 
Anderung des Widerstandes nach Gl. (4) voraus, die aus den Gln. (2) und (3) hergeleitet wird. 


Ro : wee epee +(e) te 
Ro pea aes et To cae Ty | (4) 


To 


Hiernach wachst fiir > Ty der Widerstand R iiber alle Grenzen, wahrend der Strom gegen den 
Wert o geht (Bild 4). Die in Gl. (4) verlangte Widerstandsainderung mit der Zeit ist technisch 


ue 


h 


— Ca 


Bild 3. Verlauf von Strom 7 und Spannung uw in Abhiangigkeit von der Zeit bei stetig Bild 4. Verlauf des Widerstandes in Ab- 
veranderlichem Widerstand. hangigkeit von der Zeit nach Gl. (4). 


nur unvollkommen zu verwirklichen. Eine Annaherung an diesen Verlauf ist denkbar. Oft kann 
man sich damit begniigen, den Abklingvorgang als beendet anzusehen, wenn der Strom auf z. B. 
10% seines Anfangswertes abgeklungen ist. In solchen Fallen erlaubt die Ausniitzung de 
Temperaturabhangigkeit des Widerstandsmaterials eine selbsttatige und wirksame Verminderung 
der Abklingzeit. 


C. Entladung tiber temperaturabhangigen Widerstand 


Vielfach ist man bestrebt, den TemperatureinfluB auf Widerstande nach Méglichkeit auszu- 
schalten. Dazu werden die Widerstande aus Baustoffen mit kleinen Temperaturkoeffizienten 
hergestellt. Zur Beschleunigung des Abklingvorganges ist es jedoch niitzlich, stark temperatur- 
abhangige Widerstainde zu verwenden. Die im Widerstand in Warme verwandelte magnetische 
Energie der Induktivitat bewirkt dann eine selbsttatige VergréBerung des Widerstandes wahrend 
des Abklingvorganges, der damit beschleunigt wird. 


1. Voraussetzungen und Ableitung der Differentialgleichungen 


In den meisten Fallen, in denen zur Beschleunigung des Entladungsvorganges ohmsche Wider- 
stande eingeschaltet werden, darf man voraussetzen, daB die GréBe dieser ohmschen Widerstinde 
ein Mehrfaches des ohmschen Widerstandes des tibrigen Kreises betragen. Um die Ubersichtlich- 
keit zu erhohen und den Rechnungsgang zu vereinfachen} wird der gesamte ohmsche Widerstand 
des Stromkreises in gleicher Weise temperaturabhangig angenommen. In dem hier in Frage 
kommenden Bereich kann mit guter Annaherung ein linearer Zusammenhang zwischen Wider- 
stand und Temperatur vorausgesetzt werden. Mit Ry dem kalten Widerstand zum Zeitpunkt o 
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und « dem Temperaturbeiwert errechnet sich der Widerstand bei der Erwarmung @ innerhalb 
des hier in Frage kommenden Bereichs geniigend genau zu 


R,=R,(1 + «%). (5) 


Das Spannungsgleichgewicht des einfachen Stromkreises nach Bild1 wird mit L der Induktivitat, 
7 dem Strom, 2’ der zeitlichen Ableitung dargestellt durch 


L-V¥+R1atadt=0. (6) 


Eine weitere Voraussetzung bildet die Annahme vernachlassigbar kleiner Warmeabgabe des 
Widerstandes wahrend des Entladungsvorganges. Diese Annahme wird haufig dadurch gerecht- 
fertigt sein, daB der Abklingvorgang sich innerhalb sehr kurzer Zeit (im Bereich weniger Sekunden) 
abspielt und die konstruktive Anordnung solcher Widerstande auch so gewahlt werden kann, daB 
eine Warmeabgabe weitgehend ausgeschaltet wird. Hiernach darf man also annehmen, da8 die 
gesamte Stromwarme im Widerstand zu dessen Temperaturerhéhung dient. Mit ¢ der spezi- 
fischen Warme des Widerstandsmaterials und G dem Gewicht wird in Abhangigkeit von der 
Zeit t 


t 
Ryo f @+a080) A%di—c-G#=o0. (7) 
t=0 


Aus den Gln. (6) und (7) 1aBt sich durch Umformung die Widerstandserwaérmung eliminieren, so 
daB fiir den Stromverlauf folgende quasi-lineare Differentialgleichung entsteht: 

a’ +4— 4% — a7 +B =0; (8) 
a+ Roy 
c-G 


mit der Abkiirzung a = 


2. Zeitlicher Verlauf von Strom, Spannung und Temperatur 


Die Substitution 


(Jota tae =). (9) 


erlaubt die Riickfithrung der nicht linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung auf eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung, 


g ——z—ait®=o. (10) 
v 
Die Anwendung der Methode der Variation der Konstanten ergibt fiir z als Lésung 


z=i(C +a"), (11) 


wobei C die Rolle einer noch zu bestimmenden Integrationskonstanten tibernimmt. Ersetzt man 
in Gl, (11) z wieder durch 2’, entsprechend Gl. (9), so liegt folgende Integration nahe: 


| : wim farts, (12) 
i(c | 
Zz 


wobei ft, die zweite Integrationskonstante der allgemeinen Lésung ist. Mit A = e?° wird nach 
Ausfiihrung der Integration 


ap 


2 


eA eer (13) 
Ay eRe 
2 


Die Anfangsbedingungen erlauben die beiden Integrationskonstanten zu bestimmen. 
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Fiir £—> co muB die gesamte magnetische Energie im Widerstand in Warme umgesetzt worden 
sein. Nach Voraussetzung laBt sich daraus die Enderwarmung des Widerstandes angeben. Sie 
betragt 

ee Pige | 


Os sade 


man 9 05." (14) 
Der auf seine Endtemperatur erwarmte Widerstand hat nach Gl. (1) die GroBe 
Te a Ry (1 a5 a Drie) ° (15) 


Fiir > oo tritt also keine Widerstandsanderung mehr ein, so daB das Abklingen des Stromes in 


diesem Bereich durch eine e-Funktion mit der Zeitkonstanten — mar beschrieben werden 
kann. ee 


In Gl. (13) wird also 


E NS 2 Rinax y j (16) 


Beim Beginn des Entladungsvorganges zum Zeitpunkt ¢ = o ist der vorher durch die Induktivitat 
geflossene Strom 7 = 7 vorhanden. Die zweite Integrationskonstante A ]aBt sich hiernach be- 
stimmen zu 


. (17) 
SE ORR 

Man fiihrt die Werte aus den Gln. (16) und (17) in die allgemeine Lésung fiir den Stromverlauf 
nach Gl. (13) ein und bezeichnet den auf 7) bezogenen Augenblickswert des Stromes mit 


ri (18) 
Ferner berechnet man mit a aus Gl. (8) 
2 1 
pe ghee (19) 
é eee 
wobei p = PT ist. 
Gl. (13) nimmt mit den Abkiirzungen (18) und (19) die Form an 
y2 . B eet 
Qt+A—-F | (20) 
Die Auflésung von Gl. (20) nach y ergibt fiir den gesuchten Stromverlauf 
1+ 6 = 
eo eeen ee (21) 


Der Spannungsverlauf an der Induktivitat ist der zeitlichen Ableitung des Stromverlaufes 
proportional. Bezogen auf den Anfangswert der Spannunguy = Ro 7, kann man den Spannungs- 
verlauf berechnen, 

ae ee, 


gear RR | are (22) 


Die Durchfiihrung der Differentiation fiihrt auf 


1 +8 3/2 rag 
7 eo (peze| nas (23) 


Mit bekannten Werten fiir den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung folgt aus der Be- 
ziehung 


w= i+ Ry(t +08) (24) 
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fiir den Temperaturverlauf 


x 1 
o-(F—1)=, (25) 
wobei wieder die relativen Werte eingefiihrt wurden. Einsetzen von x und y ausden Gln. (21) und 
(23) ergibt fiir die auf den Temperaturendwert O ax Dezogene Erwaérmung in Abhangigkeit von 
der Zeit 


oO 1— e—27t 


= . (26) 


Oo 1 
Max ‘ poe 


Der zeitliche Verlauf des temperaturabhangigen Widerstandes ist damit ebenfalls bekannt und 
kann dargestellt werden durch die Gleichung 

Ee er ners 
Tee ta oan nee 


3. Darstellung von Strom, Spannung und Temperatur fiir verschiedene Beispiele 


(27) 


Y= 


Im Bild 5 sind fiir ein Beispiel die Werte x, y, 7 und @ in Abhangigkeit von der Zeit aufge- 
tragen. Zum Vergleich sind auch die x- und y-Werte fiir einen temperaturunabhangigen Wider- 
stand (Index R = const) eingetragen. Man erkennt, daB man durch die Ausnititzung der Wider- 
standserhéhung durch Erwaérmung ein rascheres Abklingen des Entladungsstromes erhalt. 

In dem dargestellten Beispiel ist 


Tega Hy Damit wird: 

Ry =05 pee 

lige aad kA y = 0,375 1/s 
a 0,004511°C 

ie ae DEO tes (e 


Der Entladestrom klingt in diesem Beispiel nach etwa 6,6 Sekunden auf 10% des Anfangswertes 
ab, wahrend dieser Stromwert bei temperaturunabhangigem Widerstand erst nach 9,2 Sekunden 
erreicht wird. Die Span- 
nung an der Induktivitat 
bleibtim ersten Augenblick 
konstant und klingt dann 
rascher ab, als im Falle 
R = const. Der Verlauf == 

der Kurve 0 = f(é) zeigt, 6 7 8 9seri0 
daB der Widerstand nach ¢ 
etwa 6,5 Sekunden 99% 
seiner Endtemperatur er- 
reicht hat. Verandert man 
den Wert f, so laBt sich 
zeigen, daB fiir B < 2 noch 


_— Se 
kiirzere Entladungszeiten 0.1 2 34 5 6 7 8 4Gsectd 0 1-42-34 6.6 7 8 \Ssect0 
. . . ba as — 
zu erreichen sind. Da hier- Bild 5. Verlauf der bezogenen Werte fiir Strom (y), Spannung (x), Widerstand (r), 
bei die Spannung ihren Erwarmung (@) in Abhangigkeit von der Zeit fiir die Annahmen des Beispiels 1. 


Anfangswert iibersteigen 
kann, mu8 der Ausgangswiderstand entsprechend kleiner gewahlt werden, damit die fest- 


gelegte Maximalspannung nicht iiberschritten wird. Im Bild 6 ist ein zweites Beispiel darge- 
stellt mit den Werten: 


Ae Hy B = 0,5 

Ry = 0,357 2 ¥ =0,535 1/s 
ty kA 

a = 0,0045 1/°C 


Omaz = 445 °C 
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Die Kurve x = f(¢) zeigt, daB die Spannung an der Induktivitat wahrend des Entladevorganges 
auf etwa 140% ihres Anfangswertes ansteigt. Der Entladestrom ist in noch kiirzerer Zeit auf 
10% des Anfangswertes abgeklungen als im ersten Beispiel. 


Gr a7 = 8. Ssec40 0-192 eras 5 6 7sec8 


Se 
041234 56 7 8 9sa10 esta eh Ee 8) 
if —e a i 
Bild 6. Verlauf der bezogenen Werte fiir Strom (y), Spannung (*) und Widerstand (r) in Abhangigkeit von der Zeit fiir die Annahmen 
des Beispiels 2. 


4. Zusammenhang zwischen dem Uberspannungsverhialtnis 
und der Entladungszeit 


Um zu erkennen, fiir welches Uberspannungsverhiltnis x,,,, die Entladungszeit am kleinsten 
ist, wird zunachst Gl. (23) nach der Zeit differenziert, man erhalt 


= (2+ B)*|2 (Bp em 2 9-8. ay em 57#— yet (Bf emt PL (28) 
Fir x’ = o wird 
e—27t — (Ey: (29) 


dies gilt fir o<PS2. 
Fiihrt man e—”‘nach Gl. (29) in GI. (23) ein, so kann das Uberspannungsverhialtnisin Abhangig- 
keit von f angegeben werden: 


Umax 2 (1+ )8? 
x = _- — O 
max 3 13 B (3 ) 


Wenn man die Zeit ¢, nach welcher der Entladungsstrom der Induktivitat auf einen bestimmten 
Prozentsatz des Anfangswertes abgeklungen ist in Abhangigkeit vom Uberspannungsverhiltnis 
Xmgy darstellt und dabei y so wahlt, daB wu, konstant bleibt, findet man, daB fiir ein bestimmtes 
Uberspannungsverhiltnis x,,,, die Entladungszeit einen Minimalwert besitzt. Fiir bestimmte 
Werte von y = y, und y kann die Entladungszeit ¢ angegeben werden. 
Mit x nach Gl. (23) wird : 
2 1+ 8 —2Ytg 
> A Ene 2 1 
rr (31) 
Daraus entnimmt man nach einiger Umformung die Entladungszeit ¢, fiir einen mit der Tempe- 
ratur veranderlichen Widerstand in Abhangigkeit von B zu 


In au B—¥e 
i X max’ To Bye 
eS NS 14+ 1/8 


(32) 


In Gl. (32) bedeutet Ty die Zeitkonstante des Kreises bei kaltem Widerstand, wahrend die Multi- 
plikation mit ~,,,, die Verkleinerung des kalten Widerstandes beriicksichtigt, die zur Einhaltung 
der Spannung 4,,,, notwendig ist. Setzt man aus Gl. (23) den Wert fiir x,,, ein, differenziert 
diesen Ausdruck nach f und setzt ihn 0, so folgt daraus die Gleichung 


1+ B—yi 1+ 6 ‘ho ay 
in( Bye i} p= eee ae (33) 
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Naherungsweise ergibt sich fiir hinreichend kleine Werte von y,, d. h. fiir y2<1 


1 Bie 
: . in( ir ==114 Oder fa) =e), (334) 
‘VoraussetzungsgemaB sind nur solche Lésungen von Gl. (33) und (33a) sinnvoll, deren Betrag 
zwischen 0 und 2 liegt. 

Die zahlenmaBige Auswertung der Gl. (33a) ergibt fiir kleine y,-Werte f-Betrage, diekleiner als1 
sind. Mit dieser Kenntnis la8t sich fiir den Logarithmus in Gl. (33a) eine Reihenentwicklung an- 
setzen, die bei Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung die transzendente Gleichung in 
eine quadratische Gleichung zuriickftthrt. Mit der Abkiirzung C, = — In y3 wird schlieBlich 


— G, CG e ; 2 
Se Soom secammmrnrd |i prey 5 rope ey (34) 


Wie Gl. (34) erkennen 1a8t, geht fiir y, > 0 und C,—> oo der Optimalwert von f gegen o. 
Fiir bekanntes £, berechnet man die minimale Abklingzeit bei linear temperaturabhangigem - 
Widerstand zu 


ae V1 + Bo 
3 V3 "Bo 
Diese Gleichung liefert sofort den Vergleich zu der theoretisch kleinstméglichen Abklingzeit T, 
bei stetig veranderlichem ohmschen Widerstand R (nach Abschn. B). 7 ist jedoch auch die 
Zeitkonstante des abklingenden Stromes bei erwaérmungsunabhiangigem Widerstand R = R,. 
Fiir diese Voraussetzung bezieht man ¢ noch besser auf die dafiir bekannte Abklingzeit 


amin T 


(35) 


amin 
bo = — Ty: Iny,. (36) 
Es wird also 
lamin 1 21 i By 
tag  —Iny, 3V3 «Bo ‘ (37) 


In Zahlentafel 1 sind einige aus den Gln. (35) und (37) berechnete Werte zusammengestellt, die 
einen Eindruck iiber die GroBe der bei Anwendung der Widerstandserhéhung durch Erwarmung 
erzielbaren Gewinne vermitteln. Man entnimmt z. B. der Spalte 5, daB sich gegeniiber der An- 
wendung eines unveradnderlichen Widerstandes Verktirzungen der Abklingzeit um etwa 50% 
erreichen lassen. Bei der Auslegung stark temperaturabhangiger Widerstande ist wie erwahnt, 
darauf zu achten, da8 wahrend des Abklingvorganges die héchst-zulassige Spannung nicht tiber- 
schritten wird. Die kalten Widerstande sind im Verhiltnis 1/x,,, kleiner zu wahlen, als dies bei 
temperaturunabhangigen Widerstanden notwendig ist. Die nach Beendigung des Abkling- 
vorganges infolge Erwarmung sich einstellende Widerstandserhéhung ist durch den Wert 1/8, in 
Spalte 6 gegeben und wie ersichtlich fiir die angefiihrten Beispiele schon recht betrachtlich; sie 
liegt aber innerhalb der Grenzen technisch méglicher, wirtschaftlicher Ausfiihrungen. 


Zahlentafeli 


y ; 2 3 4 | 5 6 

by C,=—In ie Bo * max La mnin| Ty bamin| bay 1/Bo=« O max 
0,1 4,6 0,343 1,75 1,3 | 0,565 2,92 
0,05 5,98 0,27 2,04 1,6 0,533 BZ; 
0,01 9,2 0,186 2,67 2,26 0,49 5,38 


SchlieBlich ist noch zu erwahnen, daB das Optimum der Widerstandsauslegung nur schwach 
ausgepragt ist. Hierdurch wird es méglich, auch fiir Strome die kleiner als der Héchstwert des 
Drosselstromes sind, den Abklingvorgang durch einen von der Erwarmung gesteuerten Ent- 
ladungswiderstand beschleunigen zu lassen. Bei gegebenem Produkt a #,,, und dem kalten 


Widerstand Ry), = a kann die Dimensionierung des temperaturabhangigen Entladungs- 
max 
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widerstandes vorgenommen werden. Die Wahl des Temperaturkoeffizienten « des Materials hat 
so zu erfolgen, daB die Temperaturbestandigkeit des Widerstandsmaterials nicht tiberschritten 
wird. Sie hangt also auch von der Konstruktion des Widerstandes und seinen Abkihlverhalt- 
nissen ab. Uber Gl. (14) kann schlieBlich die Masse des Widerstandes und zusammen mit Ro, der 
notwendige Querschnitt und die Lange des Widerstandes bestimmt werden. 


D. Zusammenfassung 


Nach einer Betrachtung der Zusammenhiange bei der Entladung einer Induktivitat tiber 
einen stetig veranderlichen ohmschen Widerstand werden die Gleichungen fiir Strom, Spannung 
und Temperatur bei Verwendung eines temperaturabhangigen ohmschen Widerstandes abgeleitet. 
Dabei wird die Bedingung eingehalten, daB wahrend des Abklingvorganges eine durch die Iso- 
lation der Anordnung gegebene obere Spannungsgrenze nicht iiberschritten wird. 

An Hand einiger Beispiele erkennt man, da8 man durch die Ausniitzung der Widerstands- 
erhéhung durch Erwarmung ein erheblich rascheres Abklingen des Entladungsstromes erhalt 
als bei Verwendung konstanter, temperaturunabhangiger Widerstande. Zum Schlu8 wird dann 
der Zusammenhang zwischen dem Uberspannungsverhaltnis und der Entladungszeit ermittelt 
und damit ein Hinweis auf die giinstigste Auslegung des Entladungswiderstandes gegeben.: 


Dr.-Ing. H. Wen, Rheydt/Rhld., Gartenstr. 21 
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Beitrag zur Berechnung der Erwarmung von Priiftransformatoren 


Von 
GEORG SENFT, Niirnberg 


Mit 6 Textabbildungen 
(Eingegangen am 19. Februar 1959) 


Ubersicht: Unter vereinfachenden Annahmen wird fiir eine volleingepackte Hochspannungslagenwick- 
lung die Differentialgleichung des Erwarmungsvorganges angegeben, die rein formal einer erweiterten Diffe- 
rentialgleichung fiir eine Leitung mit Widerstand und Kapazitat entspricht. Zur Bestimmung des zeitlichen 
und Ortlichen Temperaturverlaufes geht man daher von den aus der Leitungstheorie bekannten Vierpol- 
gleichungen aus. Die Lésung wird mit Hilfe der Operatorenrechnung durchgefiihrt. Zum SchluB werden die 
Gleichungen zur Berechnung des Temperaturverlaufes wahrend der Abkiihlzeit und bei wechselnden Be- 
lastungen des Priiftransformators angegeben. 


A. Einleitung 


Die Hochspannungswicklungen von Priiftransformatoren werden heute zumeist als Lagen- 
wicklung ausgefiihrt. Dabei sind alle einzelnen Lagen entweder aufeinandergewickelt, wobeials 
Dielektrikum hochwertiges Olpapier verwendet wird, oder der Wicklungsaufbau wird durch 
Anordnung von Olkandlen nach jeweils einigen Lagen aufgelockert, je nachdem ob es sich um 
Priiftransformatoren vorwiegend fiir Kurzzeit- oder Dauerpriifungen handelt [1], [2]. 

Wegen dieses Wicklungsaufbaues und der in den Isolationsschichten erzeugten dielektrischen 
Verluste ist das bekannte iibliche Verfahren der Erwairmungsberechnung nicht anwendbar. 
Im folgenden sollen daher fiir die an erster Stelle genannte Wicklungsausfiihrung mit voll ein- 
gepackten Lagen die notwendigen Uberlegungen angestellt und die erforderlichen Gleichungen 
fiir die Berechnung der Erwarmung abgeleitet werden. 

Um die Rechnung zu vereinfachen und tiberhaupt noch praktisch ausfithrbar zu machen, 
wird die Wicklung als ebenes Problem mit eindimensionaler Warmestrémung behandelt, 
d.h. die Kriimmung der Wicklung und die Warmeabgabe an den Stirnseiten werden vernach- 
lassigt. Ferner bleibt die Temperaturabhangigkeit sowohl der Wicklungs- als auch der di- 
elektrischen Verluste unberiicksichtigt. Es wird immer mit den Verlustwerten gerechnet, die 
bei der zulassigen Grenztemperatur auftreten. Dadurch erhalt der Transformator, besonders 
bei Kurzzeitbelastungen, eine gewisse thermische Sicherheit. 

Im Rahmen dieser Arbeit soll sich die Untersuchung auf die Ermittlung des Temperatur- 
verlaufes der Hochspannungswicklung tiber Ol beschranken, da sich die Berechnung der Ol- 
erwadrmung in analoger Weise mit Hilfe eines ahnlichen elektrischen Ersatzschaltbildes durch- 
fiihren 1aBt. 


B. Berechnung der Wicklungserwarmung 


Einen Schnitt durch den Wicklungsaufbau eines solchen Priiftransformators mit Uber- 
tragungswicklung zum evtl. AnschluB eines zweiten Transformators in Kaskadenschaltung 
zeigt Bild 1. Sieht man von der Belastung der Ubertragungswicklung ab, wie es beim Betrieb 
als Einzeltransformator der Fall ist, dann stellen sowohl die Wicklungslagen mit den da- 
zwischenliegenden Papierschichten als auch die auf der Ubertragungswicklung aufgebrachte 
Isolationsschicht je fiir sich ein Dielektrikum mit gleichmaBig verteilten Verlusten dar, in 
dem nach dem Einschalten des Transformators je Volumeneinheit Verluste v erzeugt werden. 
Die in den Wicklungslagen entstehenden Kupferverluste werden zu den dielektrischen Ver- 
lusten hinzugerechnet. Die Differentialgleichung fiir die Warmeleitung in einem Medium 
mit gleichmaBig verteilten Warmequellen lautet! 

v __ sre Ox, Ue PU x, ty (1) 
A A ot On” 
1 Die Lésung dieser Differentialgleichung fiir die speziellen Grenzbedingungen, daf an den Begrenzungs- 


flachen des Dielektrikums die Ubertemperatur gegen seine Umgebung zu jeder Zeit gleich Null ist, wurde 
bereits in einer friiheren Arbeit angegeben [3]. 
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Darin bedeuten: 


v die raumliche Dichte der Warmeleistung z. B. in W/m°, 

s die Dichte des Isoliermaterials z. B. in kg/m%, 

c die spezifische Warme des Isoliermaterials z. B. in W s/kg grd, 
A die Warmeleitfahigkeit des Isoliermaterials z. B. in W/m grad, 
(x, t) die Ubertemperatur zur Zeit ¢ an der Stelle # in grd. 


Um nun den zeitlichen und 6rtlichen Temperaturverlauf fiir die in Isoliermaterial eingepackte 
Wicklung zu erhalten, mu8 die Differentialgleichung einmal fiir den Fall gelést werden, daB 
gleichmaBig verteilte Verluste (Wicklungsverluste in den Lagen und dielektrische Verluste 
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Bild 1. Schnitt durch den Wicklungsaufbau. 
EW Exrregerwicklung, HW Hochspannungswicklung, UW Ubertragungswicklung, 
P auBenliegende Isolationsschicht. 


zwischen den Lagen) nur in der Hochspannungswicklung (Wicklungslagen und Lagenisolation) 
selbst erzeugt werden und dann noch fiir den weiteren Fall, daB Verluste nur in der auBen- 
liegenden Papierschicht P auftreten. Die dielektrischen Verluste in der Lagenisolation nehmen 
wegen der von Null an der Verbindungsstelle zweier Lagen bis zum vollen Wert anwachsenden 
Spannungsdifferenz ebenfalls von Null bis zu einem Héchstwert zu. Fiir die Warmerechnung 
wurde ein Mittelwert eingesetzt. Die gesuchte Temperaturverteilung in den Lagen der Hoch- 
spannungswicklung ergibt sich durch Uberlagerung beider Betriebsfalle. 

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB bei normal iiblicher Isolationsbemessung die heiBeste ~ 
Stelle in den allermeisten Fallen nicht in die auBenliegende Isolationsschicht zu liegen kommt, 
so daB man die Bestimmung des Temperaturverlaufes auf die eigentliche Hochspannungs- 
wicklung selbst beschranken kann. 

Fir die genannten Bedingungen laBt sich in einfacher Weise eine Lésung mit Hilfe eines 
elektrischen Ersatzschaltbildes finden. Setzt man namlich in Gl. (1) v =o, dann ergibt 
sich formal dieselbe Differentialgleichung wie ftir eine Leitung mit Widerstand und Kapazitat. 
Die Lésung sind die aus der Theorie der Leitungen bekannten Vierpolgleichungen, die sich 
durch Hinzunahme eines Gliedes fiir den hier vorliegenden Fall, daB v ~o ist, erweitern 
lassen. Bezeichnet man mit 3, und U, Strom und Spannung am Anfang (% = 0) bzw. mit 
$, und U, am Ende (* =/) einer Leitung von der Lange J, dann lauten unter der Voraus- 
setzung eines sinusférmigen Verlaufes von Strom und Spannung im quasistationaren End- 
zustand diese erweiterten Gleichungen 


U, =" 3 —Cofy)) + U, Col y+ 9° B- Gin y/, (2) 
9,=— 58. Giny! + §,-Cojyl +. Giny!, (3) 
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wobei \¥, die Summe langs der Leitung gleichmaBig verteilter, zusatzlich flieBender Stréme 
ist. Ferner bedeuten 
R 


yl =joCR; yx =ylo=VjoCR=; a= He (4) 


Fiir die Spannung an einer beliebigen Stelle x der Leitung wird dann 
es é 
u, = 23 (a —Gol y 4) + U,-Coly x + 3-8 - Siny x. (5) 


Zwischen den elektrischen und thermischen GréBen gelten nun folgende Analogien: 

Die Ubertemperatur # in °C entspricht der Spannung U in Volt, der Warmestrom W&, 
in Watt entspricht dem elektrischen Strom $ in Ampere, der Warmewiderstand R in °C/W 
entspricht dem ohmschen Widerstand R, die Warmekapazitaét C in Ws/°C entspricht der 
elektrischen Kapazitat C. 

Das ganze Wicklungsgebilde, bestehend aus Hochspannungswicklung, Ubertragungswick- 
lung und auBenliegender Papierschicht P (s. Bild 1) wird nun im elektrischen Ersatzschaltbild 
(Bild 2) durch zwei Leitungen 1 und 2 mit den Langen /, und /, dargestellt. Durch die Kapa- 
zitat Cy entsprechend der Warmespeicherung der Ubertragungswicklung mit den dazu ge- 


@ Leitung 1 @ Leitung 1 
@® Leitung 2 @® Leitung 2 
Bild 2. Elektrisches Ersatzschaltbild des Wicklungsaufbaues. Bild 3. Elektrisches Ersatzschaltbild zur Berechnung der 


Ubertemperatur der Hochspannungswicklung infolge des zusatz- 
lichen Stromes By). 


hérenden Teilen sind die beiden Leitungen gekoppelt. AuBerdem ist der Anfang der Leitung 1 
mit dem Widerstand R,, abgeschlossen; letzterer ist identisch mit dem Warmeiibergangs- 
widerstand der inneren Mantelflache der Hochspannungswicklung an Ol. Das Ende der 
Leitung 2 ist kurzgeschlossen, d.h. der Warmeiibergang an der auBeren Mantelflache der 
Papierschicht ist als unendlich gut angenommen. Auf Leitung 1 werden von aufen her in 
gleichmaBiger Verteilung der Gesamtstrom %,, und auf Leitung 2 %,, eingespeist. 


1. Temperaturverlauf in der Hochspannungswicklung, hervorgerufen durch 
die darin erzeugten Verluste 


Zur Bestimmung des Temperaturverlaufs berechnet man die 6rtliche und zeitliche Span- 
nungsverteilung U(x ,t) langs der Leitung 1 fiir den Fall, daB J, = oist. Die hierfiir geltenden 
Randbedingungen ergeben sich nach Bild 3 zu 

iss aad oe ‘ ie 
Spannung am Anfang der Leitung 1 und 
ee ate (6b) 


Spannung am Ende der Leitung 1. Der resultierende Widerstandsoperator %t,; errechnet sich 
aus der Beziehung 


(6a) 


1 


1 . at 
1 es eee ae (7) 
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Durch Einfiihren der Grenzbedingungen nach den Gln. (6a) und (6b) in die Gln. (2), (3) und (5) 
und durch Zusammenfassung der so entstandenen Gleichungen erhalt man fiir den Spannungs- 
verlauf langs der Leitung 


%,°3 ; a oe XG (y p | * Gof (y #), + By Sin (y #),) 
UW, = 291 11 — Cj (y x), — oe 


x 
(1), Ro, + 8,29), + Re, 


(8) 


Ra 
iy 
8 


1 


- Tg (vy), 


Da diese Bezichung nach Voraussetzung fiir quasistationare, sinusformige Spannungen und 
Stréme gilt, kann man daraus mit Hilfe der Operatorenrechnung den 6rtlichen und zeitlichen 
Spannungsverlauf bei plétzlichem Einschalten zur Zeit ¢ = 0 ermitteln, indem man an Stelle 
von 7 w den Operator # setzt. 

Die Gl. (4) nehmen dann fiir die Leitung 1 die Form an: 


(vy). = /p RC, ; Bi 


Sa fesse 


mae (9a) 


und analog fiir Leitung 2 


R 

= PRG: B= Yee. (9b) 
2 

Nach dem HeavisipEschen Entwicklungssatz [4] laBt sich dann U(¢) als Funktion einer ein- 

gepragten GroéBe — in unserem Fall ist dies der zusatzliche Gesamtstrom {J,, — angeben. 

Steigt ndmlich diese GréBe zur Zeit ¢ = o sprunghaft auf den gleichbleibenden Wert 3%, an, 

dann lautet dafiir der Entwicklungssatz 


- Pyt 
Wy ee eT e" [ el) 
dp P=Py 
Zur Berechnung dieses Ausdruckes fiihrt man noch fiir Leitung 1 
(yl), = /p R, C,= 72 (11) 


ein, so daB sich in Gl. (8) alle hyperpolischen Funktionen durch trigonometrische ersetzen 
lassen. Durch Auflésen von Gl. (11) nach # wird 


b= Ee (12) 


Damit kénnen auch alle tibrigen Leitungskonstanten als Funktion von $ angeschrieben werden, 
es ist also 


1 Poa iB (13) 
ferner 
(De=148; Be=— 
VO 4 ; a aR? (14) 
wobei zur Abkiirzung 
Tig KE, 
te ine ; (15) 


gesetzt ist. Bringt man den Ausdruck in der geschweiften Klammer von Gl. (8) auf einen 
gemeinsamen Nenner, dann ist, nach Ersatz von 7 w durch #, g(f) der Zahler und Z(p) der 
Nenner dieses Bruches. 

Z(p) = o ergibt die charakteristische Gleichung zur Berechnung von f, und damit #,. Sie 
lautet nach einigen Umformungen 


Ra 


ont 


1 oO Re, Gt 1 Rk, tgB R 
rece yt ? a. “t= q=%, 16 
MRR Leese Min) ig so 


XLIV. Band 


Ri iOS 1956 G. Senrt: Beitrag zur Berechnung der Erwarmung von Priiftransformatoren 867 


Unter gleichzeitiger Einfiihrung der GroBe f, wird 


Bae es R? ¢ x Ra, tg Dy R, tga By Ra, 
to) =P oma a oh Bape 
in B, * — 
oe [1—cos By R, tgapy [. oe L | 
| cos By, r ak, Pu tg b, R, oO Bs in a a) 07) 
mit 
A= i= a8, taf, (18) 


Um U(¢) nach Gl. (10) auswerten zu kénnen, benétigt man noch den Differentialquotienten 


dz(~)] dz, 


se es ae (19) 
wobei 
1 Cy tg a By 
tg? = : 
2 _p|& arene ee acd, Li 1 Seis 
dp, Te Apes By By cos? B, By 
tga B, Cy tg By atg By 
TAG mes — + tg? ees 
Ry Ra cos? By athe C, coe By < cos? vi, | 
aR Lhe A ; J (20) 
und 
Glos ees 
dp, Zep tes (23) 
Berechnet man ferner Se dann lautet der Ausdruck fiir den zeitlichen und O6rtlichen 
p=o 


Verlauf der Spannung U(x, ¢), der unter Beriicksichtigung der angegebenen Analogien den Ver- 
lauf der Ubertemperatur #(x, ¢), in der Hochspannungswicklung angibt: 


& ve *\(3 ; Z| 
I CO byt 
+. Lig 1,/\2 aye i Fy ms e'”” | o(p) 
Ot) = A Ay =F) -B ee az (22) 
ibe R, Ae By dp p=P, 


Die beiden ersten Glieder stellen den stationdren Zustand, der Ausdruck unter dem Summen- 
zeichen die zeitlich veranderlichen Glieder dar. 


2. Temperaturverlauf in der Hochspannungswicklung, hervorgerufen durch 
die Verluste in der auBenliegenden Papierschicht 


Die Berechnung erfolgt in analoger Weise unter Verwendung der Ausgangsgleichungen (2) 
bis (5). Ein zusatzlich einflieBender Strom ist aber nur auf der Leitung 2 vorhanden (%,, in 
Bild 4). Gegeniiber dem im vorhergehenden Abschnitt behandelten Fall wird zweckmAaBig fiir 
Leitung 1 Anfang mit Ende vertauscht, so daB in Gleichung (5) an die Stelle von x als Koordinate 
1, — x einzusetzen ist bei §,, = 0. Infolge dieser Vertauscliung ist am Eingang der Leitung 1 
die Leitung 2 angeschlossen, die auf der einen Seite mit der Kapazitat Cy belastet und auf der 
anderen Seite kurzgeschlossen ist. Die Gleichung des Widerstandsoperators ,, dieses Lei- 
tungsstiickes lautet: 

Ra, a 81 ag (v l), pas : (23) 


= 3 5 nae: 
j@ C9 Ra + (709 8, +") B80 + 1 


1 


Rt, = 
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Am Ende ist Leitung 1 mit dem Widerstand R,, belastet. 
Die Randbedingungen folgen ohne weiteres aus Bild 4 zu 


We = (Le ’ a == aes = ] w Cy ‘ Me : (24) 


SqjJO Ci Ue, 


@ Leitung 1 
© Leitung 2 C=1,-2 


Bild 4. Elektrisches Ersatzschaltbild zur Berechnung der Ubertempertaur der 
Hochspannungswicklung infolge des zusatzlichen Stromes Qy,. 


U,, und ¥,, lassen sich nun in einfacher Weise durch sinngemaBe Verwendung der Gln. (8) 
und (3) ermitteln. Fiihrt man diese Rechnungen durch, dann ergibt sich unter Beriicksich- 
tigung der aufgestellten Randbedingungen fiir den drtlichen Spannungsverlauf 


90,3 IZ * oj (y ¥), + te Gin (y *), 
RSET eT B (25) 
mit 
a Gof (v1), +7 Cy+ B+ Gin (yl), [ Ra, 
eles Rca 1), = AB Co} (yy +2. Gin (yD, 
Gin(y)), [Bo Ra, Be : 
ergy; fe ©9F OD + 52S. Gin Gy nf. (26) 


Die Anwendung des Heavisideschen Entwicklungssatzes liefert den zeitlichen und 6rtlichen 
Verlauf der Spannung bzw. der Ubertemperatur 


Ra, R, * 
Rid Rae wr ete! 
(x, t) = 98, je + DS «| (27) 
(s+ Fe + 2) ay dpe 
In Gl. (27) ist zu setzen fiir 
x 
Ra, Be ee 8 
uw -—(# cos By = TR By 1) Ba (2 ) 
und 
dZ cos f, C, ; R, (tg By 
Spoae Heeee {[ceas,— Ca, sin ape (e+ +7] 
Ra, [2 Ra, ~R,t 
+# ee) a (1+ cos ap) (Fe+ 5s" 
—asina B, he sa +B, ote a B,)| [58 4 Bt 
sina B,{ 1 tg By, Ra, . tg B,! Ra, 
a lea By en. ( r 2 By ie “tg BL. i (29) 


Die Zeitkonstante andert sich dabei bekanntlich nicht, da sie lediglich von den Konstanten 
des betrachteten Kreises abhiangt. Unter Beriicksichtigung von Gl. (15) erhalt man aus Gl. (12) 
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eine neue Bezichung fiir den negativen Reziprokwert # der Zeitkonstante mit den Konstanten 
der Leitung 2 


p=—F 5. (12a) 


Durch Abanderung des elektrischen Ersatzschaltbildes lieBe sich in 4hnlicher Weise auch die 
zusatzliche Erwarmung der Hochspannungswicklung berechnen, die von der Belastung der 
Ubertragungswicklung im Kaskadenbetrieb herriihrt. 


C. Temperaturverlauf bei Abkiihlung und wechselnder Belastung 
1. Abkithlung und Anderung der Belastung 


Wahrend der Abkiihlung findet innerhalb der Wicklung und im auBenliegenden Dielektri- 
kum ein Ausgleichsvorgang statt. Dieser la8t sich im elektrischen Ersatzbild wieder mit Hilfe 
einer Spannungsverteilung berechnen. Nach einer Arbeit [5], in der die Spannung an den 
einzelnen Gliedern eines Kettenleiters beim Einspeisen eines Stromes berechnet wird, ergibt 
sich die Spannung nach dem Aufhéren des Stroms, wenn man von diesem Zeitpunkt ab dem 
bereits bestehenden Zustand einen genau gleichen Strom entgegengesetzten Vorzeichens tiber- 
lagert. Dadurch wird erreicht, daB wahrend dieser Zeit kein Strom einflieBt. Im Fall der 
Wicklung bedeutet dies, da8 man die Temperaturverteilung #*(x, t) bei abgeschaltetem Trans- 
formator erhalt, wenn man zur Zeit des Abschaltens ¢, die Verluste —%W, den Verlusten ww, 
hinzufiigt. Das konstante Glied fallt dann heraus, und es bleiben nur die mit der Zeit ver- 
anderlichen Glieder iibrig. Die Gleichung fiir den Temperaturverlauf nach dem Abschalten 
lautet also: 


= by aZ (30) 
dp lp= 

Andern sich zur Zeit ¢ = t, die Verluste von W,, in W,, infolge anderer Belastung, dann wird 
dem Abkiihlungsvorgang noch der Temperaturverlauf, herrithrend von Y,, tiberlagert. Zu 


irgendeinem Zeitpunkt ¢ wahrend des Vorhandenseins der Verluste %W,, gilt: 


oS le a (—+,) fi 


oo oP» cmwias —h) 
O*(x, 2) = BB, eke | 
dp Jp= 
= Pet) pip) 
seuss , (31) 
a dp p= 


wobei K,(x) das von ¢ unabhangige Glied ftir die Verluste B,, darstellt. 


| 
8 
3) |, 
Ste Bt s 
i 
a ty ty 


Bild 5. Darstellung eines allgemeinen Belastungsspieles. 


2. Wechselnde Belastung mit Zwischenpausen 


In ahnlicher Weise lassen sich beliebige EC eanessP ies errechnen. In Bild 5 wechseln 
Belastungen, deren Hohe durch die Verluste Wy ; 28 o tae BW, dargestellt ist, mit dazwischen- 


x = Archiv fir 
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liegenden, verschieden langen Pausen ab. Die Ubertemperatur #*(x, 2) nach der m-ten Belastung 

ergibt sich als Superposition der einzelnen Ubertemperaturen nach Gl. (30), die durch die Ver- 

luste YW, +++, _ verursacht werden sowie des Anteiles der Ubertemperatur fiir die Verluste 
% nl 


YW, . Dabei sind fiir jede Belastung die ihr entsprechenden Verluste mit negativem Vor- 
zeichen vom Zeitpunkt des Aufhérens der Belastung hinzuzufiigen, z. B. ist —A3 wahrend 
der Zeit t, —#, zu beriicksichtigen. Daraus folgt die Ubertemperatur zur Zeit ¢, zu: 


CO" Py tn php (‘n—*a) fee 


I(x, 4) =, SU 
dp 


Co) aby (in —*) — ePv (m—*) Fg (p) 
+ B,, >) Py 2] ne 
dp |p=0, 
© obo (n'a) — oP (tn fn—1) ft 


p=?, 


dZ 
dp 


| (32) 
p=?, 


D. Zahlenbeispiel und Folgerungen aus den Ergebnissen 


p=, 
sl?) 
dZ 
dp 


es) ey (‘n—%,) 


Py 


Fiir den in der Arbeit von K. Hurrte [1] beschriebenen 333 kV-Priiftransfomator be- 
tragen die zur Auswertung der Gleichungen erforderlichen charakteristischen Werte der War- 
mewiderstande und Warmekapazitaten: 


R, = 0,297° C/W Ga = tosis Wainy C 
R, = 0,196° C/W C, = 96,5 Wh/° C 
R,, = 0,08° C/W Cy = 23,6 Wh/° C 


Als graphische Lésung der transzendenten Gleichung (16) erhalt man die f,-Werte und daraus 
unter Verwendung von Gl. (12) die Zeitkonstanten 

Lp S147 Std, == 345 Stans ad oi de AieOtd nO OLes 
Die Werte 7; und dariiber kénnen vernachlassigt werden. 


uy 0, 


innere Mantelfldche Ubertragungswicklung 


Bild 6. Zeitlicher und 6rtlicher Verlauf der prozentualen Ubertemperatur der 
Hochspannungswicklung tiber Ol bei Nennspannung 333 kV. 


In Bild 6 ist fiir den leerlaufenden Transformator ohne Priifkapazitat und fiir einige Be- 
lastungsfalle die Verteilung der prozentualen Ubertemperatur iiber Ol innerhalb der Hoch- 
spannungswicklung dargestellt, 


afl —» 


100 et 
80 P 
: — 
= 
= 60b 4 7 ra wahrend 5 Std. 
3 4,0 ” g9» 
2 Leerlauf » 20 » 
a 
E 40 
— 
ie 
02 4 06 08 4,0 
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Die Werte wurden durch Uberlagerung der Erwarmung, herriihrend von den Kupferver- 
lusten in der Hochspannungswicklung und den dielektrischen Verlusten in dem Dielektrikum 
zwischen den Wicklungslagen sowie in der auBenliegenden Isolationsschicht errechnet. Die 
Beispiele sind so gewahlt, da8 im Leerlauf und bei den angegebenen Belastungen am Ende der 
genannten Einschaltdauer stets die gleiche, maximal mégliche Temperatur iiber Eisnull an der 
heiBesten Stelle der Oberspannungswicklung erreicht wird. Sie setzt sich aus Raumtemperatur, 
Olerwaérmung und Ubertemperatur der Wicklung iiber Ol zusammen. 

Im Leerlauf ist nun die prozentuale Wicklungsiibertemperatur nur etwa halb so groB wie 
beim Belastungsstrom von 1,5 Amp. Unter der Voraussetzung gleicher Raumtemperatur und 
gleicher Temperatur an der heiBesten Stelle mu8 also die Olerwarmung im Leerlauf ent- 
sprechend héher als bei 1,5 Amp. sein. Infolge des sehr kleinen Verhdltnisses Belastungszeit/ 


Grundzeitkonstante von ae = 0,34 erwdrmt sich namlich das Ol trotz der gréBeren Gesamt- 


verluste bei Belastung nicht so stark wie im Leerlauf mit der langen Einschaltdauer. Bei 
einem Priiftransformator mit einem solchen Wicklungsaufbau kann also die Olerwarmung 
kein Kriterium fiir die zulassige Belastbarkeit sein. 

Wegen des groBen Temperaturgefalles innerhalb der Wicklung ist natiirlich der Unter- 
schied zwischen der Temperatur an der heiBesten Stelle und der aus der Widerstandszunahme 
ermittelten im allgemeinen gr6Ber als bei Transformatoren iiblicher Bauart. Eine auf diese 
Weise ermittelte Wicklungserwarmung kann auch nicht zur Beurteilung der Belastbarkeit — 
herangezogen werden. 

Daher wurden fiir die Standardtypen der SSW an Hand der abgeleiteten Beziehungen Be- 
lastungskurven errechnet [1]. 

Im Priiffeld des Transformatorenwerkes der SSW wurden an einem 333 kV-Priiftrans- 
formator, der eine Ubertragungswicklung besitzt, eingehende Erwarmungsmessungen durch- 
gefithrt. Die aus der Widerstandszunahme ermittelte Ubertemperatur der Ubertragungs- 


wicklung kann der fiir die Stelle + = 41 gerechneten Ubertemperatur gleichgesetzt werden. 


Zahlentafel 
Ubertemperatur UW-Olmitte 
Art der Belastung Sekundarspannung Belastungsstrom | Einschaltdauer | gerechnet gemessen 
Se Amp. Std. ° ° 
| | Sf 26 24 
Leerlauf 230 = a 
47 | 33 35 
220 aba tal 6 
f 110 0,50 1 . 1 
Belastung mit 5 | 5 39,5 4 
16000 pF 
Y Std. Pause = = 
150 0,76 75 49 44 


In der Zahlentafel sind MeB- und Rechenwerte iiber Olmitte fiir Leerlauf und fiir ein Belastungs- 
spiel zusammengestellt. Angesichts der stark idealisierten Verhdltnisse ist die Ubereinstim- 
mung zwischen Messung und Rechnung recht befriedigend. 


Zusammenfassung 


Das elektrische Ersatzschaltbild fiir die Berechnung der Erwarmung einer Lagenwicklung 
mit festem Dielektrikum zwischen den einzelnen Lagen ist eine Leitung mit Widerstand und 
Kapazitat, wobei die in den Wicklungslagen bzw. in den Isolierschichten erzeugten Verluste 
durch Stréme dargestellt werden, die kontinuierlich tiber die Leitung verteilt, zuflieBen. Die 


; ns re Archiv fir 
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bekannten Vierpolgleichungen werden fiir diesen Fall erweitert und mit Hilfe der Operatoren- 
rechnung gelést. Der Temperaturverlauf waihrend des Abkiihlens ergibt sich, wenn man nach 
dem Ende der Belastung zum bestehenden Belastungszustand noch den entsprechenden 
negativen tiberlagert. Fiir ein beliebiges Belastungsspiel mit Zwischenpausen wird noch die 
Gleichung zur Berechnung der Ubertemperatur aufgestellt. Fir einige Belastungsfalle des 
333 kV-Priiftransformators der SSW wird der Verlauf der prozentualen Ubertemperatur der 
Hochspannungswicklung tiber Ol graphisch dargestellt sowie ein Vergleich zwischen MeB- und 
Rechenwerten gebracht. 
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Uber den vom maégnetischen Feld eines geraden Leiters 
herrithrenden Flu8 durch eine beliebige Flache 


Von 
HANnNS-HEINZ WoLFFr, Matawan, New Jersey, USA. 


Mit 16 Textabbildungen 
(Eingegangen am 17. November 1958) 


Ubersicht. Es wird der vom magnetischen Feld eines geraden, stromdurchflossenen Leiters herriihrende 
magnetische Flu8 durch begrenzte Flachen, insbesondere Mehrecke, die parallel zum Leiter liegen, ermittelt. 
Der Flu8 wird in Abhangigkeit von verschiedenen Variablen ermittelt. Ferner werden Gleichungen fiir Sonder- 
falle gegeben. Die in den sich ergebenden Formeln auftretenden Summandenfaktoren werden durch Kurven 
fiir verschiedene Parameter dargestellt. 


A. Einleitungs 


In der vorliegenden Arbeit wird der magnetische Flu8 durch begrenzte Flachen ermittelt, 
der von dem magnetischen Feld eines geraden, stromdurchflossenen Leiters erzeugt wird. Die 
Berechnung soll im einzelnen durchgefiihrt werden fiir drei- und mehreckige ebene Flachen, 
die parallel zu dem Leiter liegen. Ferner sollen die in einer die Flache umrandenden Schleife 
induzierten Spannungen ermittelt werden. 


Wir setzen im folgenden voraus, daB der Durchmesser des Leiters vernachlassigbar klein 
gegen die sonstigen Dimensionen der Anordnung, insbesondere gegen den kleinsten Abstand 
zwischen der begrenzten Flache und dem Leiter ist. Es wird ferner vorausgesetzt, daB der Ab- 
stand des Riickleiters groB gegen die Abmessungen der Anordnung ist, ferner, daB sich der 
Leiter in beiden Richtungen auf weite Entfernung von der betrachteten Anordnung aus als 
gerader Leiter erstreckt, so daB das vom Leiter hervorgerufene magnetische Feld zirkular und 
in allen Ebenen, die senkrecht zur Leiterachse stehen, gleich ist. 

Es soll ferner angenommen werden. da8 die Permeabilitat des Mediums konstant und iiber 
den ganzen Raum gleich und ferner, daB die raumliche Ausdehnung der Flache in jeder Rich- 
tung klein gegen die Wellenlange des verwendeten Stromes ist. 


B. Der magnetische Flu8B 


Der Vektor der magnetischen Feldstairke § liegt in unserer Anordnung senkrecht zum 
Leiter und sein Absolutwert ||, den wir im folgenden kurz ,,magnetische Feldstarke“‘ nennen 
wollen, ergibt sich daher aus der ersten MAXWELLschen Gleichung zu 


I| = (1) 


wobei I den Strom des Leiters und y den Abstand des Aufpunktes von der Mittelachse des 
Leiters bezeichnet. Der magnetische Flu8 ® durch eine Flache %, deren Element wir mit 
dj bezeichnen wollen, ist 


x 


? 
ZY 


Toop) gle Soe (2) 


Hierin bezeichnet uw die Permeabilitatszahl und pw, die Induktionskonstante. 


Projizieren wir nun die Flache § durch Zirkularprojektion um die Leiterachse auf eine 
Ebene, die parallel zum Leiter liegt, und bezeichnen wir die (ebene) Projektion der Flache § 
mit F, die in der Richtung der Leiterachse gemessene, dem Radius vy zugeordnete Hohe der 
Flache F mit /, mit df ein Element der Flache F und mit « den Winkel, den das Lot dieses 
Flachenelements mit der Senkrechten auf seinem Radiusstrahl oder kurz die Ebene des 
Flachenelements mit seinem Radiusstrahl bildet, ferner den Radius des vom Leiter entfern- 
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testen Flachenelementes mit 7, (duBerer Radius), den den gréBten Zentriwinkel mit 7, bilden- 


den Radius der Flachenbegrenzung mit 7, (innerer Radius) — es ist also stets 7, 27; —, 
dann erhalten wir fiir den magnetischen Flu8 @ unter Einsetzen der Gl. (1) 
= _ Heo 7{ 4 _ Ho a Ae 
® = ppof \O|cosadj =KM 1 [cos aap —=Mter | — dr . (3) 
ip} F T=15 


Wenn auch in den Fallen, in denen zundchst eine Zirkularprojektion durchzufiihren ist, 
als Projektionsebene zweckmaBig eine Achsenebene gewahlt wird, so wollen wir doch im Hin- 
blick auf die praktische Bedeutung des magnetischen Flusses durch Flachen, die in Ebenen, 
die zwar parallel zur Achse liegen, aber keine Achsenebenen sind, im folgenden diesen all- 
gemeinen Fall behandeln. 

Wir wollen uns nun der Berechnung des Flusses durch eine vieleckige, zum Leiter parallele 
Flache F zuwenden. Ein jedes solches Vieleck kénnen wir durch parallel zum Leiter gefiihrte 
Schnitte in Dreiecke und Trapeze zerlegen, wobei also stets eine Seite der Dreiecke bzw. zwei 
Seiten der Trapeze parallel zum Leiter verlaufen. Da ein solches Dreieck lediglich den Sonder- 
fall eines Trapezes darstellt, bei dem eine der beiden parallelen Seiten gleich Null wird, kénnen 
wir uns auf die Berechnung des Flusses durch ein Trapez beschranken und wollen daher nur 
die Berechnung fiir diesen allgemeinen Fall durchfiithren. 

Zur Lésung des in der Gl. (3) auftretenden Integrals betrachten wir Bild1. Hier ist die 
Aufsicht der Anordnung in Richtung der Leiterachse dargestellt. M bezeichnet den Mittel- 
. punkt der Leiterachse, A und C die DurchstoBpunkte 
der dem Leiter parallelen Begrenzungsstrecken des 
Trapezes bzw. ihrer Verlangerungen durch eine senk- 
recht zur Leiterachse gelegte Ebene. Der X CMA sei 
mit B, < ACM mit y bezeichnet. B bezeichnet den 
dem Radius 7 zugeordneten Punkt der Strecke AC, D 
den Fu8punkt des Lotes von M auf die Gerade durch 
die Punkte A und C. Unseren obigen Definitionen 
entsprechend ist dann MA = 7,, MB =r und 
CM =*7,. 

In Bild1 ist ferner das Trapez A,C,C,A,, dessen 
FluB wir berechnen wollen, um go° geklappt darge- 


stellt. Die Begrenzungsstrecke A,A, ist mit 1, die 
Bild 1. Die Problemstellung fir 90° = y = 180° Begrenzungsstrecke CC, mit 1, und schlieBlich dieStrecke 
AC, d.i. die Hohe des Trapezes, mit 6 bezeichnet. 
Sind die Werte von 7;, 7, und B gegeben, so erhalten wir den Winkel y mit Hilfe einfacher 
trigonometrischer Uberlegungen aus 


. Y, . 1, 
sin y = — sin B = oo 
4/2 2 
V7 + 72 — 2 F474 COS B 


sin B . (4) 


Wir wollen bei der weiteren Berechnung zunachst davon ausgehen, daB UL TF, andey 
gegeben sind. 
___ a) Gegeben: 1, 1,,7,, 7, und y 
Die Lange der Strecke CB ergibt sich zu 
CB = DB—DC 


= //P — 7 sin? (180° — y) — r, cos (180° — y) (5) 


Se NT Y 
= jr — 7; sin? y + 7, cosy 


und ebenso folgt 


b= AC =yr—# sinty + 7, cosy. (6) 
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Zur Vereinfachung der Rechnung fiihren wir 


ele h la— Ij 


= — (7) 
b yr2— 7 sin? y + 7; cos y 


ein. Fir 1, > J, ist S positiv, fiir 1, <1, negativ. 

Wir haben zwei Falle zu unterscheiden, namlich den Fall, in dem der den Punkten der 
Strecke AC zugeordnete Radius y von C nach A fortschreitend fortgesetzt wachst, bei dem 
also 90° < y < 180° ist, und denjenigen, bei dem der den Punkten der Strecke AC zugeord- 
nete Radius 7 von C nach A fortschreitend, mit 7, beginnend zunachst abfallt, um dann wieder 
uber 7; bis 7, anzusteigen, bei dem also 0° Sy < 90° ist. 

ieealleqo Sy Ss 180°. 

Mit Hilfe der Gl. (5) und (7) ergibt sich die dem Radius 7 zugeordnete zu Co parallele 
Sireeke ¢D,.b, —= / Zu 


L=1,4S-CB=1,+7,cosy-S+S/P—Psiny (8) 
und wir erhalten hiermit 

1=14 a 

| <= (il; + 7, cos y+ S) In ei VARA Sint eel ry (9) 
oe 
Nun folgt mit Hilfe der Substitution 7 = 7; sin y Gof u, daher dy = 7, sin y Sin u du, 
: et rp sin? y dy ; Vj sin? y eal siny Sin udu = 7, sin y Bol tee a7, 
7, sin y oe : 4 Cof u 
=b—y7, = ring ar cos SY y+), (10) 
Ya 


wobei hier und in den folgenden Gleichungen 
Q= are cos = eee ee (11) 


ist. 
Nun ergibt sich aus der Gl. (7) 


#; COS SS = == (12) 

Lae te?) —1 
7% sin? y 
und ebenso 
; 1,— 1; 

7, siny +S = ——_* _* ; (13) 

Ve “@___1 + ctgy 
v5 sin? y 


Damit folgt der magnetische FluB ® durch Einsetzen der Gl. (7), (9), (13), (45) und (16) 
in Gl. (4) zu 


1,—1; 
p@ =P Mot fp 4 ee jn 
27 v2 V5 

1 +tey]/ ase es 

v2 sin? y 
es i, (arc cos #22? —y +2) ie (14) 
2 te 
/ “41 + ctgy é 
7? sin? y 


Fiir y = 180° entsprechend 6 = 0°, geht Gl. (14) tiber in 
pore ee ee et = He feta lan “8 +1, ULI (15) 
22 
1— 


Yq 1; 20 


a 


; : : 4 = Archiv fiir 
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und fiir y = go° in 


Dy ye = in Ee (16) 
20 1; 7 
—4£—1 
7 


In manchen Fallen, insbesondere wenn man sich mit einer Naherungslésung begniigt, 
wird man den Integranden in Gl. (10) links vom Gleichheitszeichen in eine Reihe entwickeln. 


Indem man gliedweise integriert, erhalt man 
r= 


jr—7 sin’ Y ay 
y 

r=; cay 

; — 1yfsinty | 1 ¥, sint y 1 78 sin® y rs 5 sin’ y 7 svt? sint ay ‘ 
Y 24 Ts 896” 2304 79 
r=1% 
1 /y,siny\* 1 /7v;sin y\6 7; sin y\8 7v; sin y\10 
i PFs Cee safeetest Aa) + oe 
Wag 24 ue 80 ie, SOONEY a 2304 ip 
1+ — sin? y + = Sint y ee = sin’ y pian n'y Rien, og SY +. me (17) 


Damit erhalten wir fiir den ira FluB Oe an Stelle a Gl. (14) aus den Gl. (3), (9) 
und (17) 

@ = tla, + 7,cos y+ S) In 
2% 


"5 
1 /y;siny\? 1 /y;sin y\* 1 /7; sin y\® 5 [v, sin y\8 7 (sin yy 
+n +s Yq = Ya peal Va i Va eve Yq | 
Le 8 ey. TE 6 n8 10 Sel 
1+ —sin ahr: y + go sin ae sin lee oe me y+. --)} Vere Ges) 


2. Ball Gos i100": 

Wir wollen diesen Fall an Hand des Bildes 2 betrachten. Es sind hier die gleichen Be- 
zeichnungen wie bei Bild 1 angewendet. Dariiber hinaus bezeichnet 7,, die Lange der Strecke 

MD, D, und D, die in bezug auf die Zeichen- 

Ay ebene senkrecht tiber D liegenden Punkte der 

Strecken A,C, und A,C, und schlieBlich 1,, 
die Lange der Strecke D,D,. 

Fiir diesen Fall gelten zunachst unverdn- 
dert die Gl. (4) und (6). Ferner behalten wir die 
Definition gema8 Gl. (7) bei. Den gesamten 
magnetischen Flu8 durch das Trapez A,C,C,A, 
wollen wir durch zweimalige Anwendung der 
Gl. (14) auf die Trapeze A,D,D,A,undC,D,D,C, 
ermitteln. Wir kénnen hierzu die vereinfachte 
Form der Gl. (16) benutzen und erhalten unter 
Bild 2. Die Problemstellung fiir 0° < y < 90°. Einsetzen der entsprechenden Bezeichnungen 

fiir die Flache A,D,D,A, den magnetischen FluB 


ALCCOS —— 
eae ye 
P4,p,0,4, = a ° Ly In— a ae (L, Ti Lin) A 5 —* uf 
™m kes 
sae 1 
( m ’ 
Kf % / arc cos SEE 
=" "9}(] 4 Sy. cos y) In —4 1 — ed ee el 
ae (7; + S 7; cos y) aay + (, S 7, cos y)| 1 a va (19) 
pa Seek) rf 
| 7? sin? y 
t 
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Fiir den magnetischen FluB durch das Trapez C,D,D,C, erhalten wir, wenn wir als untere 
Grenze den Radius 7,, nehmen, 


Do.p,p,c, = eee n= + ( —l,) 1——__4 I 
aa ee 
cok 
( rn 
= UM}. 4+ Sr, cos y) n——— Sr, cosy{1— Ee if 0) 
= ye he $ ue Gin i i ; == (2 
fee 


und schlieBlich ergibt sich der magnetische GesamtfluB durch das Trapez A,C,C,A, als Dif- 
ferenz der beiden so errechneten Teilfliisse aus den Gl. (19) und (20) zu 


l,— 1; 
GE Mos 4 ES tek y) os), 
2% 2 % 
1+ter|/5 ae —1 
ve sin* y 
1,— 1; ; Si 
Se ee are cos #72” y + =) ie (21) 
v2 ar 2 
/ ee ete 7, 
7 sin? y 


Ein Vergleich mit der Gl. (14) zeigt, daB beide Beziehungen iibereinstimmen. Sie gelten also 
fiir den ganzen Bereich 0° S y S 180°. 

Aus den Gl. (14) und (21) ist zu ersehen, daB der Flu8 @ nur von dem Verhiltnis r,/7, nicht 
aber von der absoluten GréBe der Radien abhingt. Wie die Gl. (14) und (21) erkennen lassen, 
treten hier die Lange /; und die Differenz 1, — J; als Faktoren auf. Der J; allein als Faktor 
enthaltende Summand stellt den Flu8 durch ein Parallelogramm dar, welches durch /, und 
eine der beiden angrenzenden Seiten des Trapezes bestimmt ist (vgl. Gl. (23)), wahrend die 
restlichen den Faktor 1, —1, enthaltenden Summanden den Flu8 durch das nach Ausschnitt 
des Parallelogramms aus dem Trapez verbleibende Dreieck bestimmen. Wie man aus der 
Gl. (21) ferner ersieht, enthalt die Formel fiir den Flu8 durch dieses Dreieck einen logarith- 
mischen Summanden und einen Summanden, der eine arcus-Funktion enthalt. 

Fiir den Sonderfall y = 0° geht die Gl. (21) in 


@ —l 


M Uo f 
20 i ae 


PSO = 


Nee Ae lh Yat Yate, Pens) lane 28) 
es Aa Ts 22 ln ae UA tes 
"% 
iiber. 
Wir erhalten ferner fiir den Sonderfall 1, = 1, = 1 aus den Gl. (14) bzw. (21) 
OS NS (23) 
27 V5 
Wie zu erwarten, ist hier der magnetische Flu8 unabhangig von y. 
180° 


Ein weiterer Sonderfall ergibt sich, wenn 7,=7,=7, d.h. y= 
erhalten hierfiir aus der Gl. (21) den magnetischen FluB 


Dy 27, — 7 Se (, —1,) f —($—7}te 7| ie (24) 


In der Gl. (24) kommt der Radius 7 nicht vor, da das VerhAltnis 7,/r,, welches allein auftreten 
kénnte (vgl. Bemerkung zu Gl. (21)), voraussetzungsgemaB festgelegt ist. Der magnetische 
Flu8 ist in diesem Fall ferner unabhangig von der absoluten GréBe von J;. Dies ist dadurch 
begriindet, daB der GesamtfluB durch das Parallelogramm, welches durch /; und eine der 


Strecken A,C, bzw. A.C, (s. Bild 2) bestimmt wird, hier gleich Null ist, der FluB also ledig- 
lich dem durch das verbleibende Dreieck mit der Seite 1, —/; entspricht. 


ar wird. Wir 
Z 


* : . , ch dentius Archiv fir 
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Im 
4yl 
Hl 
Falter 
+ I I 
x oo 
Hf = 
Be) a STS 0,08 
“ 2 s . 
| *  §)— me 
cial iat 0,06 
2 Is + 
Ss r 
5S 
1” heise a 0,04 
- gz c 
a 3 
A 
= i 0,02 
+ 


0 
aaa OME LC OMNT Sai oui Omer =o EOE ROMRETANS 
B° 30° «45° «60° ~=—75° «90° «105° 420° 135° 180° 465° «180 1 
‘ bn 


a 
sole 
-0,02 <JL ee 
x 
3 
T -004 | <= 
Bild 3 bis 5. Die Funktionen der Summandenfaktoren 
der Gl. (21) fiir == -0,06 
vq “ 
— = 10 (Bild 3), 
% ~0,08 
"@ _ 5.6 (Bild 4) und 
= 
: + -0,10 


"@ _ 2.0 (Bild 5) 
% 


in Abhangigkeit von y. -02 


Bild 3. 


Um einen zahlenmaBigen Uberblick tiber die Abhangigkeit des Flusses vom Winkel y 
zu erhalten, sind die Summandenfaktoren der rechten Seite der Gl. (21) fiir verschiedene 
Verhaltnisse von 7,/r;in den Bildern 3 bis 5 dargestellt, und zwar bezeichnet (I) die Funktion 

1 


ye 
ees, PERO gin 
1 


also den zur Differenz 1, —1; als Faktor hinzutretenden Faktor des logarithmischen Gliedes, 
(II) die Funktion 


(“ , WA 
arc cos |— sin y}|— y + — 
tig 2 
— a2 : - 


—<$<—— , 


v2 
ae eR Oe 
us sin ¥. 


d. h. den zweiten, zur Differenz 1, —/,; als Faktor hinzutretenden Faktor des die arcus-Funk- 
tion enthaltenden Gliedes, und schlieBlich (III) die Funktion 


In arc cos (# sin ae yt = 
4 a 
——— 1 — Se 
ie ZA : 
ae uty ee Pe Eee cab tes 
t 4 


welche die gesamte Funktion fiir die Abhangigkeit des magnetischen Flusses von den Radien 
y, und y; und dem Winkel y durch das Dreieck darstellt, welches nach Abzug des aus der 


Seite J; und einer der angrenzenden Trapezseiten bestimmten Parallelogramms vom Trapez 
verbleibt. 


Der Fall 7,/r, = 1 (vgl. Gl. (24)) ist im Bild 6 behandelt, das die Funktion 


7 
are (= ae ”) tgy 
wiedergibt. 
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Re 


Im 

44 = 

48 = a =5,0 

Wa le r_ os 

08 0/6 

0,6 : = Oe 

=f 0,08 

0,2 { 0,04 

a 

-004 
-0,08 
-O"2 
-0/6 
-0,20 
-0,24 
0,28 


Bild 4. 


cL4 
2 


IL 
a 

T%; 

me Sing-ypr 


4 
2 


arc cos 


siny—y+ 


an 
To 


are cos 


Bild 5. 
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Archiv fiir 
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30 40 50 6,0 70 8,0 90 10,0 


{ -0,5 


BS} ro rs ge 
1 


- 


e 
AES 


t 0/16 


oe 


a 


sae 


5 


0,2 


008 


1,0 2,0 3,0 40 5,0 60 70 80 4 
Ta —S 

i) 

8. 


Bild 


10,0 


Bild 6. 


Bild 7. 


Bild 8. 


Bild 7. 


Die Funktion 1 — (= —r) tg y 

in Abhangigkeit von y. 

Die Funktion in 22 (s —") 
1% 14 

in Abhangigkeit von y. 

Die Funktion In ra (. + ra) 
"% 14 

in Abhangigkeit von y. 


Fiir den Sonderfall y = 180° (vgl. Gl. (15)) ist die Funktion 


Y 
Anes 
4 
ee 


"4 


in Abhangigkeit von 7,/r, in Bild 7 dargestellt. SchlieBlich zeigt Bild 8 die Funktion 


in Abhangigkeit von 7,/r; zur schnelleren Ermittlung des Flusses fiir den Sonderfall y = 0° 


(vgl. Gl. (22)). 
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b) Gegeben: 1,1, 7,, 6 und y 
Da vielfach die GréBe b an Stelle des 4uBeren Radius 7, fest vorgegeben ist, wollen wir 


im folgenden in den oben abgeleiteten Gleichungen die Variable r, durch 6 ersetzen. 
Aus der Gl. (6) ergibt sich 


1, = V(b —17, cosy)? + 7 sin?y = /0® —2br,cosy +77, (25) 
aus Gl. (25) 
2 
eV 4 2? cosy (26) 
und 
Yq light a 
Vj sin y i (- sin y ie ”) (27) 
und schlieBlich aus Gl. (27) 
\/ "a ee ets —ctgy (28) 
v2 sin? y y; sin y : 


Durch Einsetzen der Gl. (26), (27) und (28) in GI. (14) bzw. (29) ergibt sich der magnetische 
FluB 


o=** M, + cosy - (,—1, )in/1 1+ 52 e005 7 +, — I, 


—siny- (1, —1,) | arc cos ee ee eS eA 6. (29) 
2 2 
— ctg ”) 


+ 
y,sin y 


Da stets 7, = 7,, also eens Gl. (26) 1 + a2 » cos y =1 sein muB, gilt Gl. (29) 
" "% 


b : : : : C 
nur fiir cosy S ——, also arc cos —— < y < 180°. Die gleiche Einschrankung gilt natiirlich 
i Ms 


auch fiir die folgenden aus Gl. ia) abgeleiteten Gl. (30) bis (33). 
Aus der Gl. (29) folgt fiir y = 180° 


D, - roe = EH 1, — (i, —i)in(a +? “\ +4, —alr, (30) 
far. =-90° 
(Gavtncas 
Le b? V5 1 
ee —) \— ae i (31) 
fe 
72 


und fiir y ='o° 


PD, = ceo + 1) 


In (2. = 7 i , i} I (32) 


[beachte die einschrankende Bemerkung hinter Gl. (29), wonach Gl. (32) nur fiir b = 27, gilt]. 
An die Stelle der Gl. (23) tritt fiir den Sonderfall 1, =1,=1 


fey b Sa 
Diet = HHeyn V1 oa eae teray the (33) 


Die verschiedenen Summandenfaktoren der Gl. (29) sind zur leichteren zahlenmaBigen 
Auswertung der Gleichung in den Bildern g bis 16 fiir verschiedene Werte von 6/7; in Ab- 
hangigkeit vom Winkel y dargestellt, und zwar bezeichnet (I) die Funktion 


EV GL ee eee 
n 1+ 3 —27-cosy, 
1 t 


27 


0,14 


0/2 


0/10 


0,08 


0,06 


0,04 


0,02 


0,28 


024 


0,20 


O16 


02 


0,08 


0,04) 
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4,3 
Vv 
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42 ‘i 2,4 
20 
4 - +2 
40 2,0 
Q9 — i: 48 
IV 
08 16 
QT 44 
06 “1,2 
05 4,0 
Bi san 
aie 7, = 10 
04 i ‘aa 0,8 
0,3 06 
02 ie = + | 0,4 
0 = 0,2 
0 
0 45°) 302 45° 60° 75° G08 10521204959) 150? 165° 4608 
(mee 
Bild 9. 
Vv 
13 
4 i 
4 T 
IV 
40 4 
I 
0,9 I 18 
08 4,6 
I 
07 414 
IV 
06 + 42 
05 | 4,0 
ping 
04 | 08 
\ ls 
b 
0,3 % =65,0 0p 
0,2 0,4 
ot ] +—1 2 
0 
0 1° 30° 45° 60° 75° = 90° 105° 420° 435° 460°" 465288 4602 
rp 
Bild 11. 


0,16 


012 \ 


0,08 


Bild 10. 


0,20 


015 


-0,30 


-035 


-040 


Bild 12. 


Bild 9 bis 16. Die Funktionen der Summandenfaktoren der Gl. (29) 


fiir bfr; = 10 (Bild 9 und 10), b/r; = 5,0 (Bild 11 und 12), b/7; = 2,0 (Bild 13 und 14), 
b/r; = 1,0 (Bild15) und b/7;=0,5 (Bild16) in Abhangigkeit von y. 
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0,150 


II 
0/00 


0,050 


0 MS Camm 0 Cama Cun OO Amina T9 cant GO =m 105 wnml-120% 435 -m150 um 100 ame 40 


Vira 
Bild 13. 
4,0 
0,9 = 
Bild 14. 
Pah f m Ww 
08 Iv Use 4,0 020 
07 Ee IQ 
0,4 +t 08 40,6 
I 
0s 4 | 0,24 
03 { 0,6 1012 
WV 
05 A 0,20 
02 - 0,4 4008 
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mt Of 0,2 -10,04 
03 af 
0 
02 0,08 
0/1 0,04 
Q 
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Vi 
-0 4 
-0,2 
I 
-03 2=10 = 
“04 —| 
-0,5 == 
0g NaN ae a ae 
-oy | | MS 


Bild 15. Bild 16. 
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OE ee ee Soe 


welche den logarithmischen Faktor des gesamten logarithmischen Gliedes darstellt, (II) die 
Funktion 


Vi 1 / b2 2 b 
hie : +>—2—cosy ? 
7 COS 9c Meee re 5 y 


also den zur Differenz 1, —J; als Faktor hinzutretenden logarithmischen Faktor, (III) die 
Funktion 


ae z Z a BE 
b sin y | arc COS \/ > A Y A 
Sige 


d.h. den zur Differenz 1, —1, als Faktor hinzutretenden die arcus-Funktion enthaltenden 
Betrag und schlieBlich (IV) die Funktion 


1 


Vs+ (aay) 
ee (ay ctg ») 
welche den gesamten zur Differenz 1, —J1, hinzutretenden Faktor darstellt und die somit 


den FluB durch das Dreieck bestimmt, welches nach Abzug des von J; und einer der angren- ° 
zenden Trapezseiten bestimmten Parallelogramms vom Trapez verbleibt. 


V5 b 7 
H cosy In V1 ee OC aie ae = sin y arc COs Va ate 


c) Gegeben: J, 1,, 7;,7, und b 
Wir wollen nunmehr in den oben unter a) abgeleiteten Gleichungen die Variable y durch 
die Variable b ersetzen. Aus der Gl. (26) erhalten wir 
P+ 2/7 
2by; 


(34) 


cosy = 


und damit 


: TS TS 5 2bY; 2 
sin yy = y1 — cos? y = 3 camel (Cad os eee (35) 
b? + v; ie 
ferner mit Gl. (34) 


: | ce 7 y/% ae en as / 2by, \2 
8/ 7 sin? y eas i sat Say Boe . 1} (i -n— | “reg (36) 
und schlieBlich aus Gl. (34) und (35) 


1 


ctg yy = (37) 
/ 2b7; z 
(i ze Pp | = 
Das obere (positive) Vorzeichen in Gl. (36) und (37) gilt fiir b2 + 77 > 72, das untere (negative) 
fir 64+ r= 73. 
Durch Einsetzen der Gl. (34), (35), (36) und (37) in Gl. (14) bzw. (21) ergibt sich 


tthe lg— 4; 2 
@ =— , = —— eG oe 
/ 2b, \2 i V; sta ate 
se ce ee ak 
ee lg— 1; 1% (/b? + 2 Pre 
: — arc cos |— 1 —( = y) 
'% Te i Yq 267; 
v2 1— (=) |/ 2by ey 
Z 2by7; b2 4 72 72 
eee : 
— arc cos ahs + cs Ts (38) 


Die jeweils oberen Vorzeichen gelten fiir b? + r? > 72, die unteren fiir b? + 7? < 72. 
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Fiir den Sonderfall 7, = 7, = 7 folgt aus der Gl. (38) 


DF ier = = (1, —1,) f = Sie [arc cos ae — arc cos - + =) Te (39) 


C. Die induzierte Spannung 


Wir wollen im folgenden noch kurz die Spannung betrachten, die in einer Schleife induziert 
wird, welche die Flache, deren Flu8 wir oben berechnet haben, umrandet und deren Leiter- 
durchmesser vernachlassigbar klein gegen die sonstigen Abmessungen der Schleife sowie 
ihren Abstand vom geraden Primarleiter ist. Die in einer solchen Schleife induzierte Spannung 
ergibt sich aus dem Induktionsgesetz zu 


dD 
ee (40) 


wobei wir die induzierten Spannungen in der allgemeinen Form aus den Gl. (14) bzw. (21), 
(29) oder (38) bzw. fiir die Sonderfalle aus den Gl. (15), (16), (22), (23), (24), (30) bis (33) und 


(39) ermitteln kénnen. Fir einen sinusférmigen Strom I = y 2 I,,,sin (wt + &) ergibt sich 
somit aus Gl. (21) 


— 1 hh Ig—li ‘a 
Cg Be yt / Sos eee 
Tae, 7 sin?y 
js vy, S10 MA 
— —= {are cos ¢ VAS =) Ty, cos (wt + &) - (41) 
VQ 
V5 sity Pam OLE: 
Zusammenfassung 


Nach der Ermittlung der allgemeinen Formel fiir den von einem geraden, stromdurch- 
flossenen Leiter erzeugten magnetischen FluB durch begrenzte Flachen wird die Formel 
fiir den Fall eines Trapezes, dessen parallele Seiten parallel zum Leiter legen, abgeleitet. 
Es zeigt sich, daB sich der Flu8 aus zwei Summanden ergibt, von denen der eine proportional 
dem Logarithmus des Verhaltnisses vom 4uBeren zum inneren Radius ist, wahrend der zweite 
eine arcus-Funktion enthalt. 

Fiir die Sonderfalle y = 180°, go° und 0° ergeben sich erheblich vereinfachte Beziehungen. 
Fiir y = 180° und 0° verschwindet aus den Gleichungen die arcus-Funktion. Ebenso erhalt 
man fiir J, =/; und fir 7,=7,; sehr einfache Beziehungen. Um die Zahlenrechnung zu 
erleichtern, sind eine Reihe der auftretenden Funktionen graphisch dargestellt. 

Dr.-Ing. Hanns-Heinz Wolff, 


The W. L. Maxson Corp., 460 West 34th St. 
New York 1, N. Y. 
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Eine Theorie des Wechselstromkreises mit Lichtbogen 
III. Teil 


Von 


O. Lou, Neuss am Rhein 
Mit 10 Textabbildungen 


(Eingegangen am 9. Januar 1959) 


Eine physikalische Erklarung fiir den Stromverlauf in der Nahe 
des Stromnulldurchganges bei induktiven Wechselstromkreisen mit Lichtbogen 


Bei den nachfolgenden Ausfiihrungen handelt es sich um eine Fortsetzung des in Bd. 44 (1959) Heft 4 und 5 
dieser Zeitschrift bereits erschienenen ersten und zweiten Teiles. ,,Eine Theorie des Wechselstromkreises mit 


Lichtbogen“. 


Ubersicht, In friiheren Arbeiten, die mit [I], [II], [III] und [IV]: bezeichnet werden, war bereits rech- 
nerisch das Verhalten wahrend einer Halbschwingung, mit Hilfe eines Analogrechners, unter der Voraussetzung, 
da8 der Gesamtentladungsschlauch wahrend des Stromnulldurchganges erhalten bleibt, bei stationaren 
Wechselstromlichtbégen in der Umgebung des Stromnulldurchganges in guter Ubereinstimmung mit Versuchs- 
ergebnissen beschrieben worden. Es wird von einer Differentialgleichung des Wechselstromkreises mit Licht- 
bogen ausgegangen, in der jede gemessene Lichtbogencharakteristik durch geeignete Bestimmung der Para- 
meter eingegeben werden kann. Auch die Hysterese und die Thermik kénnen durch Parametervariation bertick- 
sichtigt werden. Es fehlte bislang noch die physikalische Erklarung fiir das Verhalten des Stromes in der Um- 
gebung des Stromnulldurchganges. Insbesondere die Frage, wann und warum bei der verwandten Differential- 
gleichung fiir einen induktiven Wechselstromkreis mit Lichtbogen ein Nachstrom auftritt der wieder auf o 
zurtickgehen kann, und wodurch der zuerst nur sehr schwache Strom nach dem Stromnulldurchgang auftritt, 
der schlieBlich wieder zur nachsten Halbschwingung anschwillt, ist unbeantwortet. Eine exakte Erklarung mit 
Hilfe der Gleichung, die in den Analogrechner eingegeben worden war, ist aus mathematischen Griinden nicht 
médglich. Die in [III] durchgefiihrte Rechnung an einem Stromkreis mit zeitlich veranderlichem ohmschen 
Widerstand zeigte zwar — wie der Analogrechner — den grundsatzlichen Verlauf des Stromes. Dieser Weg ist 
aber nicht anschaulich genug um die Abhangigkeiten klar erkennen zu lassen. Die ebenfalls in [III] angefiihrte 
N&aherungsrechnung fiir Stromkreise mit stromabhangigem ohmschen Widerstand laBt sich nur bis zum Strom- 
nullpunkt durchfiihren, versagt aber leider beim Wiederanstieg des Stromes. Um die physikalischen Zusammen- 
hange besser zu erlautern, wurde im vorliegenden Fall ein zwar ungenaueres und hinsichtlich der exakten Be- 
schreibung des Stromverlaufs nicht ganz zufriedenstellendes Verfahren angewandt, welches aber, durch ge- 
eignete Wahl der Parameter, gerade in der Umgebung des Stromnulldurchganges, relativ geringe Abweichungen 
vom exakten Verlauf des Stromes aufweist. 


Wird in der allgemeinen Differentialgleichung eines Wechselstromkreises die Lichtbogen- 
spannung porichteuiel Se) Sune sich die Gleichung: 


Lo ~+R- it+e=4ésin(wt+o+y) (1) 


mit g = Phasenwinkel der oa bei Stromnulldurchgang, y = Phasenwinkel des Stromes 
im Ziindaugenblick der Lichtbogen. 

Als Lichtbogenspannungsgleichung wurde in [II] und [III] die Gleichung: 

dl ° di . 
gq = adi + 4 eG + fe (2) 
verwandt. Die GroBen a; b; c; d; e; f sind Konstante. 

Wahrend die Durchrechnung des Stromverlaufs und auch der Lichtbogenarbeit einer 
Halbschwingung auf keine uniiberwindlichen mathematischen Schwierigkeiten stieB, zeigte 
sich die Gleichung in der Umgebung des Stromnulldurchganges einer Berechnung unzuging- 


1 (I) Lou, O.: Die Lichtbogenarbeit beim Abschalten eines Wechselstromkreises. Arch. Elektrotechn. 41 
(1954) H. 5, S. 281—300. 
[II] Lou, O.: Die Lange des Lichtbogens hoher Stromstarke. Elektrotechn. u. Masch.-Bau 72 (1955) H. 20, 
S. 477—483. 
{IIT} Lou, O.: Eine Theorie des Wechselstromkreises mit Tichtbonea! I. Teil. Arch. Elektrotechn. 44 (1959) 
H. 4, S. 203-233. 
- ne Lou, O.: Eine Theorie des Wechselstromkreises mit Lichtbogen, II. Teil. Arch. Elektrotechn. 44 (1959) 
5, 9. 319—329. 
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lich. Aus diesem Grunde wurde diese Gleichung in einen Analogrechner eingegeben und es 

ergaben sich unter Beachtung bestimmter Vorzeichenregeln fiir die Lichtbogenspannung 
Stromnulldurchgange. Somit war gezeigt, daB mit Hilfe dieser Gleichungen ein induktiver 
Wechselstromkreis mit Lichtbogen beschrieben werden kann. 


: a a 18 t 
“435° Vorzeichenwechsel von (abd) firz-0 +0385 
=0315 

Vorzeichenwechsel von (c+dd) 
bei pees 


Bild 2. a Stromkurven verschieden starker Daémpfung mit 
den einzelnen Stromabschnitten. b Aneinandergesetzte 
Stromkurve. 


Sa 


- 0,25 
im 10fachen MaBstab 


l=04em i=450A 
cosp=0,4 p=90° 
u(t) M,=52 (250zr)min 

M,=4 (2) min 
Bild 1. Mit Hilfe einer Integrieranlage ermittelte Stromkurven mit 


1 
Vorzeichenwechsel des Gliedes ue ae bei verschiedenen Stromstarken. 
a 


Bild 1 zeigt eine dieser Kurven. Hierbei wurde in Abhangigkeit von dem Wechsel des 


Vorzeichens bei dem Glied 2° *™ in der Lichtbogenspannungsgleichung ein mehr oder weniger 
4 


starkes Abknicken des Stromes nach dem Stromnulldurchgang hervorgerufen. Bei zu friihem 
Vorzeichenwechsel ging der Strom wieder auf Null zuriick. Eine physikalische Erklarung 
dieses Vorgangs ist an Hand der vorstehenden Gleichung schwer méglich. Ein Naherungs- 
verfahren in dem durch Linearisierung der Differentialgleichung, beidem Lichtbogenspannungs- 
c+dl 


4 
verlauf bis zum Stromnulldurchgang. 


L R L R 
vm Doe & 


Biid 3. a Induktiver Stromkreis mit verdnderlichem ohmschen Widerstand. 
b Induktiver Stromkreis mit Lichtbogen. 


glied der Strom stufenweise konstant gleich ¢ gesetzt wird, beschreibt den Strom- 


Dieses in [III] angewandte Naherungsverfahren erlaubt durch stiickweises Aneinander- 
setzen der unterschiedlich stark gedampften Stromkurven eine gute naherungsweise Be- 
stimmung des Stromnullpunktes. Das prinzipielle Verfahren ist aus Bild 2 ersichtlich. 

Die Berechnung des Stromverlaufs entsprechend diesem Naherungsverfahren ergab 
einen Stromnullpunkt bei ¢ = 4,159 ms. Die Ubereinstimmung mit dem maschinell ermit- 
telten Nullpunkt auf Bild1 (¢ = 4,1544 ms) ist sehr gut. Die Abweichung in der dritten 
Stelle hinter dem Komma ist darauf zuriickzufiihren, daB bei Strémen iiber 10 A der EinfluB 


des Gliedes °t™ nicht beriicksichtigt wurde. Leider versagt dieses Naherungsverfahren 
€ 


bei der Beschreibung des Stromverlaufs nach dem Stromnulldurchgang. 

Um bei der Betrachtung dieser physikalischen Zusammenhange weiter zu kommen, wurde 
ein induktiver Stromkreis mit veranderlichem ohmschen Widerstand zugrunde gelegt. Die 
Gr6Be dieses veranderlichen Widerstandes R, ergibt sich aus dem zeitlichen Verlauf des 
Widerstandes der Lichtbogenstrecke. Rechnerisch erfolgt dies indem die Stromgleichung 
eines Stromkreises mit Lichtbogen gleich der ohne Lichtbogen gesetzt und dann nach Ry 


aufgelést wird. 
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Im einzelnen erhalt man: 


Lo 4+ Rit R,-i=ad-sinott+pty). wr3) 

Loésung: 

a aa 
OSS EE cin hy ete 2 (4) 
JL? o* + (R + Ry)? 

LE+R-ite=a-sin(ot+y+y). (5) 

Lésung: 

a f+ 


R 
sinorewWtR(e Fa) tiv (6) 


~ |itot p RP 


Durch die Gleichsetzung der beiden Lésungsgleichungen und Auflésen nach R, ergibt sich 
Mit 4g ==.0; 


(R + R,) : ES sin (wt + y)/? . yan L) 


ae R 2 
@ + sin eae _ 2 pat ee 
24 Re R 


[@- sin (wt + y)}?? 


= age Se. 2 
/ VL w)? + R? FR 


Als Endgleichung, unter Verwendung der Abktirzungen aus [T] 


- si 2 
Ka = dee parle Cae ot gan Ll eweete (8) 
Ae (ot + y) + iL re | 
cos p 


/ uU 


R, = 


—(oLP—R. (7) 


Fiir den Fall eines rein ohmschen Kreises ergibt sich die Gleichung: 


. Zahlentafel 1. . peoe Tes us sin(oi+ yp) ae (9) 
Die Lichtbogenspannung @ in Ab- }a-sin (wt + y)—e% 
pie Eee aa Piano Auf Bild 4 sind die Widerstandswerte fk, fiir 
| — verschiedene Lichtbogenspannungswerte e, tiber w ¢ 
: pare | ee bzw. ¢ aufgetragen. Hierbei sind die gleichen Para- 
[A] ee Iv] meter wie auf Bild1:% = 450V;7= 450A, cosp =0,4; 
yp = 00°; R—6,40hm; 0 Li 6,917 Ohlins ae 2 ve 
= 10 | z | es b= 15V/em;c=11VA; d=30 VA/cm; 1/=0,4cm 
i 2 i angenommen worden. Die Lichtbogenspannung e, 
2,5 9,5 146 ist fiir verschiedene feste Stromwerte 71 = € abge- 
1,5 16 | 172 stuft, so daB sich bei » = 4 Unterbrecherstellen, 
x i a die in Zahlentafel 1 angefiihrten Werte ergaben. 
oes Bee eg eee ,=nlat bb ee. (10) 
0,05 230 1028 


Da wahrend des weitaus gréBten Zeitraumes in einer Halbschwingung der Strom iiber 
10 A ist, wurde auf Bild 5 die Widerstandskurve mit @, = 108 V fiir kleine Widerstandswerte 
R, noch einmal gesondert herausgezeichnet. 

Auf Bild 1 schneidet der Strom die Abszisse senkrecht, weil der Widerstand des Licht- 
bogens entsprechend Gl. (1) und (2) mit L’ = L + f und R’ = R +e nach unendlich geht. 
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Wird ¢ (der Strom im Nenner des Gliedes ° s @\ nicht bis auf o erniedrigt, so bleibt der 


Widerstand endlich und der Schnittwinkel mit der Abszisse geht auf etwa 86—88° herunter 
[IIT]. Dieser letztere Fall ist der physikalisch gegebene, da das Bogenplasma durch die hohe 
Hitze, die es infolge seiner thermischen Tragheit wahrend des Stromnulldurchganges behalt, 
eine Leitfahigkeit besitzt, die den Widerstand nicht bis auf unendlich ansteigen laBt. 


0,5 
02 
rs 
S 
Q = 
> > > => 
10 sj; S-S} SSS 0 
{| 
oS €,=108V 
0,3 
oe a 
5 02 
01 
0 te) te) te) fo) no 0 oO te) fo) o fo) 
0 20 40 60 80 0 10 20 30 40 
wot— wmt—e 
Pe ee ee ey ES a a ee os | 
DS Ee ey i ees 0 05 1 15 2ms 
res t—> 
Bild 4, Der veranderliche Widerstand R,, entsprechend Bild 5. Der veranderliche Widerstand R,, entsprechend 
Bild 3a, in Abhangigkeit von der Lichtbogenspannung €p> Bild 3a, in Abhangigkeit von der Lichtbogenspannung 
entsprechend Bild 3b, tiber w ¢, bzw. ¢ aufgetragen. €p = 108 V, entsprechend Bild 3b, tiber wt, bzw. t 
aufgetragen. 


Im vorliegenden Fall ist mit y» = 90° der Stromkreis bis zum Strommaximum noch metal- 
lisch geschlossen. In diesem Augenblick ziindet der Lichtbogen unmittelbar iiber 4 Unter- 
brecherstellen von jeweils / = 0,4cm Lange. Infolge der im Stromkreis vorhandenen In- 
duktivitat ist der Ubergang zum gedampften Strom kontinuierlich. 

Wie aus Bild 3 der Abhandlung [I] ersichtlich, ist bei einem cos g = 0,4nach# = ~ 3,75ms 

wt 
der Wert der Funktion K’ = a —=1und weicht in den Grenzen vonetwat = 3 bist=4,5ms 
nicht um mehr als ~10% ab, so daB in erster Naherung in diesem Bereich der Ausgleich- 
vorgang, der durch das plétzliche Hinzuschalten des Lichtbogenwiderstandes in dem Strom- 
kreis hervorgerufen wird, vernachlassigt werden kann. Aus diesem Grunde scheint es zulassig 
zu sein, in dem angegebenen Bereich das grundsatzliche Verhalten des Stromes, bei verander- 
lichem Widerstand in diesem Wechselstromkreis, mit Hilfe stationarer Ortskurven zu unter- 
suchen, obwohl die Ortskurvenbetrachtung, streng genommen, nur im eingeschwungenen 
Zustand zulassig ist. Werden die gréBeren Abweichungen vor dem erwahnten Bereich in 
Kauf genommen, so laBt sich an Hand der mittels der Ortskurventheorie ermittelten Stréme 
bei verschieden groBen R,, in Verbindung mit den Bildern 4 und 5, der prinzipielle Strom- 
verlauf bis zum Stromnulldurchgang ermitteln. Der Abfall des Stromes wird bei dieser Dar- 
stellung steiler und der Stromnulldurchgang erfolgt zu frith wegen der AuBerachtlassung des 


Einschwingvorganges. 
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Von folgender allgemeinen Schaltung sei ausgegangen : 
L ist die Stromkreisinduktivitat, R, der ohmsche Widerstand des Stromkreises. Mit R, 
wird ein verdnderlicher Widerstand des Lichtbogens bezeichnet und Cg ist die Kapazitat 
parallel zur Schaltstrecke mit dem Verlustwiderstand R3. Die von der Spannungsquelle ge- 
lieferte Spannung sei sinusformig. 


Bild 6. Wechselstromkreis mit verdnderlichem Widerstand R, 
unter Beriicksichtigung der Kreiskapazitaten. 


Der Widerstand der Parallelschaltung errechnet sich aus: 


Der Gesamtwiderstand zu: 


(aye jot) my) fara oe ee 
: w Cz w Cz 
Zhe f Oe lat = 


al 1 
R,—j7- R. R,.—f + R 
[R meal . (7, ae 2 


(12) 
Unter Verwendung der allgemeinen Kreisgleichung [1] ergibt sich: 
pal ASTER Re 
Sea Rh Gre (13) 
mit: 
= R = Ic a s = i — ne ° aa 4 . 
A =U(Rs—7 sq) B=Us C=(R47-02)-(R—7 =a): 
D=(Ri +7-@L) + (Rj : ° 
w Cz 
Somit ergibt sich: 
Hl U 
I = S wae = = 
AO Nec RY Gg AGP) SEEN GD (14) 
B U 
ly = Sano = =>, (15) 
@Hyot) + (ae 
C3 
UT Nts ee 
A+B oC, 
Tie op es alps ; : a (16) 
(Ry +7 wL) (Rj J+ +40) + (Ri 
oC, oC, 
Der Strahl zum Kreismittelpunkt S,, errechnet sich aus: 
ve AP De B-+Cr 
und der Betrag des Halbmessers aus: 
B-C—A-D 
ORD = Daca (18) 


(Der Index K deutet konjugiert komplexe GréBen an.) 
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Mit den drei Strémen J,; I, und J, 14Bt sich die Ortskurve als Kreis aufzeichnen. Die 
weiteren Stréme J,... ergeben sich dann durch Errichten einer beliebigen Senkrechten auf 
dem Durchmesser, der durch J, geht, und weiteres Auftragen der Abstandsstrecke auf dieser 
Senkrechten, die durch die Schnittpunkte der Verbindungslinie 
zwischen I, — I, und I, — I, gegeben ist (s. Bild 7). 

Wachst die GréBe A so vergréBert sich der Durchmesser des 
Kreises, da J, unverandert bleibt und nur die Stréme J,; I, weiter 
vom Nullpunkt fortwandern. Wachst U, so wichst B wie auch A 
und somit die Entfernung aller drei Stréme vom Nullpunkt. 


Der Widerstand (R —j wel ist Faktor bei A und C und 
Summand bei D. er 
Der KurzschluBstrom J, ist unabhangig gegen Anderungen von 


(R—i 1 


tional zu (R —j 


+7 


| . Der Nullstrom J, andert sich umgekehrt propor- 
Os 
il be ; : 5 
. Der Strom J, andert sich in einer kom- Bild. Die graphische Ermittlung 
oC, der Stréme. 


plizierten Weise mit (Rs Spas FE ul, fy 


OC 
a 1 


Durch die GréBe des Widerstandes [R, —j 


werden somit 
w Cz 


die Lage und die GréBe des Kreises verandert. 
Durch Veranderung der Widerstande (R, + 7 L) werden die siag maeercaemeane 
GroBen C; Dundsomit auch die drei betrachteten Stréme verandert. veranderlichem ohmschen Widerstand. 
Nachfolgend ein Beispiel mit den GrdéBen wie diese bei Versuchen vorlagen: 


~_ = 3,185 - 107 Q (C, = 10 F) 


NS Ry 


iye=.0,A 0) oo 17 10,0172), = variabel: 


LORE 
R, = 0,12; #= 450V 
I, = Sr,20 = 180 —] - 413 
450 (0,5 -F 4 35185 «10') 

(0,25 + 10,15 - 1014) 
AON Md = 7 995185) + 20") 

(0,4 + 7+ 0,917) (0,1 —7-+ 3,185 +107) + (5 7 + 3,185 + 107) 
Die in diesem Beispiel vorliegende GréBenordnung des Widerstandes (R +7 =a) ist 


— 22,07 10g" =o tee 1 Ona O 


Iy = Sp. co = 


Pi ees = 228,5 —]+149,5. 


in der Praxis bei Schaltgeraten selten kleiner. Daher ist auch der EinfluB dieses Gliedes auf 
den Stromverlauf auBerordentlich gering, wie eine Durchrechnung des vereinfachten Strom- 


kreises ohne (Bs +4 <a) zeigt (s. Bild 8). 
Der Gesamtwiderstand ergibt sich zu: 
Z=(Py +7 @L) + Re. (19) 
Der Strom errechnet sich aus: 
Mes SY SS 


U ee ES (20) 
(Ri +joL) +R, C+D-R, 


mit ; 
Ana Uae =O Chelny 9 Dds Sees t 
U 
= is ee asa 21 
I, yee i Oe ( ) 
Ig = Sz,=0 =O; (22) 
U 
= = 2 
I, = Spr,=1 ReAjob+i' (23) 
_ A-Di=— BG, Sd : 
°i 6, Dp DG Recor, (24) 
1G Ds U 
foe BIG Oe Ames (28) 


Cua, OL 
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mit den gleichen Daten wie oben: 


R, = 0,42; wL =0,917 2; 4 = 450 V; R, = veranderlich 


errechnet sich: 


ee 450 = 180 —7- 41 
M2 Ta (0,4 + 7 + 0,917) hob 
450 (1,4— 7 - 0,917) ] 
fe a, fe pete aire 
i Ikea) (1,4 + 7: 0,917) (1,4 — 7° 0,917) 
6s i K 5 Se a ie eee 
M 7 - 1,834 fy ; 


Ein Vergleich dieser Werte mit den Ergebnissen auf Grund des vollstandigen Schaltbildes 
zeigt vernachlassigbar kleine Abweichungen. Auf Bild 9 ist oben die Ortskurve des Stromes 
fiir das vereinfachte Schaltbild bei 4 = 450 V aufgetragen. Unten links sind die Stromwerte 


R, =0,42 
ol=0,8172 
@=450V 


Bild 9. Oberes Bild: Ortskurve des Stromes fiir das vereinfachte Schaltbild (Bild 8) bei 
& = 450 V; w L = 0,917 Ohm; R, = 0,4 Ohm. 

Unteres Bild, links: Die Stromwerte in Abhangigkeit von R, bei # = 450; 390 V; 318 V; 225 V; 
78 Vis 3953) Va 

Unteres Bild, rechts: Der Phasenwinkel y in Abhingigkeit von R,. 


in Abhangigkeit von Rg, bei 
a= 450V;390V;318V;225V; 
78V; 39,3 V und unten rechts 
der Winkel g in Abhangigkeit 
von R, aufgetragen. Diese 
Werte wurden mittels der 
Ortskurve ermittelt. 

An Hand der Kurven in 
Bild 9 unten links kann jede 
Funktion R, = f,(t) oder R, 
= f,(i(¢)), unter gleichzeitiger 
Beachtung der Phasenver- 
schiebung desStromnulldurch- 
ganges entsprechend der Kur- 
ve auf Bildg unten rechts, 
dargestellt werden. 

Auf Bild 10 sind Strom- 
kurven bei unterschiedlichen 
Widerstanden R, aufgetragen. 
An Hand der Widerstands- 
kurven auf Bild 4 und Bild 5 
1aBt sich im vorliegenden Fall 
der Verlauf des Stromes bis 
zam Stromnullpunkt einzeich- 
nen. Die Lichtbogen setzen im 
Augenblick ¢ = 3,68 ms (cos 
y = 0,4) ein. Infolge der lau- 
fend zunehmenden Dampfung 
erfolgt der Stromnulldurch- 
gang bei ¢ = 6,8 ms, also ¢ = 
3,12 ms nach der Ziindung der 
Lichtbégen. 

Wie aus Bild1 ersichtlich, 
erfolgt, bei Berechnung mit 
Hilfe des Analogrechners, der 


Stromnulldurchgang ¢ = 4,154. ms nach der Ziindung der Lichtbégen. Bereits oben wurde 
erwahnt, daB der verfriihte Stromnulldurchgang (Abweichung 25°) durch die AuBeracht- 
lassung des Ausgleichvorganges erfolgt. Diese Abweichung betragt aber in der Umgebung 
des Stromnulldurchganges (3 ms < ¢t < 4,5 ms nach Einsetzen des Lichtbogens) nur noch 
~10%, soda eine prinzipielle Betrachtung des Stromverlaufs vor und nach dem Stromnull- 


durchgang durchaus méglich ist. 
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Wird ein Absinken des Widerstandes der Bogensdule nach dem Stromnulldurchgang mit 
der gleichen Geschwindigkeit wie beim Ansteigen vor dem Stromnulldurchgang angenommen, 
so ergibt sich ganz kurz nach dem Stromnulldurchgang ein Zuriicklaufen des Stromes auf 0. 
Verlangsamt sich der Abfall des Widerstandes, so daB sich die Zeitzwischenraume zwischen 
den betrachteten Widerstandswerten bei der Widerstandszunahme um das 1,05fache bei der 
Widerstandsabnahme vergréBern, so ergibt sich die auf Bild 8 eingezeichnete Kurve A, 
d. h. auch hierbei geht der Stromflu8, nachdem er bereits in der neuen Richtung floB, wieder 


ol =05172 
R A, =0,4Q 
@ =450V 


-500 
Bild 10. Mit Hilfe der Ortskurven ermittelte Stromkurven bei unterschiedlichen Widerstaénden R,. 
auf Null zuriick. Bei Erhéhung der Zeitzwischenraume auf den 1,1fachen Betrag ergibt 


sich die Kurve B und bei Erhéhung auf den 1,5fachen Betrag die Kurve C. Verglichen mit 


-Bild1 entspricht die Kurve A etwa einer Anderung des Vorzeichens von dem Glied “ a Me 
4 


bei —o,35 A, die Kurve B etwa einem Vorzeichenwechsel bei —o,4 A und die Kurve C einem 
solchen bei —1,25 A. 


Beschreibung des Stromverlaufes in Abhangiskeit von R, 

Nach Einsetzen des Lichtbogens im Augenblick des Strommaximums wachst der Wider- 
stand der Gasentladungsstrecke bis zum Erreichen des Stromnullwertes an. Im Augenblick 
des Stromnulldurchganges hat die Gasentladungsstrecke aber noch einen endlichen Wider- 
stand. Nach Umkehr der anliegenden Spannung (unter Beriicksichtigung der dann bestehen- 
den Phasenschiebung zwischen Strom und Spannung) werden die Ladungstrager der Gas- 
entladungsstrecke zur positiven bzw. negativen Elektrode hingezogen. Ist die Beweglichkeit 
der Ladungstrager so groB, daB alle oder der iiberwiegende Teil in dieser Zeit an den Elek- 
troden neutralisiert werden, und ist die Zahl der, durch den unmittelbar anschlieBend ein- 
setzenden StromfluB von der neuen Kathode zur neuen Anode, entstehenden Ladungstrager 
zu gering, so wird das Bogenplasma durch diese zunehmende Verarmung an Ladungstragern 
immer weniger leitfahig und reiBt schlieBlich auseinander. Nunmehr kann der weitere Strom- 
flu8 nur durch eine Wiederziindung erfolgen, die aber als solche nichts mit dem Lichtbogen- 
strom vorher zu tun hat. Ohne Wiederztindung ist der Stromkreis nach einem gewissen Nach- 
strom unterbrochen. Ist die Beweglichkeit der Ladungstrager aber so klein, da8 nur ein 
gewisser Teil neutralisiert wird, so bleibt die Leitfahigkeit der Gasentladungsstrecke, ent- 
sprechend verkleinert, erhalten und steigt anschlieBend durch den zunehmenden Transport 
von Ladungstragern mit wachsender Ionisation wieder an. Da eine groBe Beweglichkeit 
identisch ist mit einem kleinen Widerstand der Gasentladungsstrecke wird es somit verstand- 
lich, daB bei zu schnellem Absinken des Widerstandes R, unmittelbar nach dem Stromnull- 
durchgang der Strom auf Null zuriickgeht. Der Ersatzwiderstand R, fiir die Gasentladungs- 
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strecke ist also eine GréBe, die unmittelbar nach dem Siroimitateeee: im wesentlichen = 
aus zwei gegenlaufigen Vorgaingen bestimmt wird, der Entionisierung durch das Absaugen f 
der Ladungstrager an die Elektroden und die Ionisation durch den neuen StromfluB zwischen a 
den Elektroden. Pa 
Nach HocuRAINER [2] ist der ,,Restwiderstand‘‘ der Gasentladungsstrecke ein airetctes MaB 
fiir den Zustand der Lichtbogenstrecke unmittelbar nach dem Stromnulldurchgang. Bei 
zu groBer Leitfahigkeit, d.h. zu geringem ,,Restwiderstand“ geht der Strom tiber emen =~ 
Entionisierungsstrom der Lichtbogenstrecke, der als Nachstrom sichtbar wird, wieder aut Ts < 
zuriick. Bleibt die Widerstandsverkleinerung von R, hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit ~ 
unter einer bestimmten Grenze, so lauft der Strom nicht mehr auf o zuriick, sondern steigt, 
nachdem er mehr oder weniger stark zur Abszisse abgebogen wurde, und dabei zeitweilig — = 
sogar annahernd parallel zur Abszisse verlaufen kann, allmahlich wieder an. Je langsamer = 
der Widerstand unmittelbar nach dem Stromnulldurchgang absinkt, desto steiler ist der Bk: 
Wiederanstieg der Stromkurve. Das Strommaximum, in dieser nach dem Stromnulldurch-_ ant 
gang beginnenden Halbschwingung, ist selbstverstandlich um so héher, je tiefer der Widerstand, bss 


a 
R;, bis ungefahr zum Maximum der Halbschwingung, abgesunken ist. ae 
ie 


aa 


Zusammenfassung 7 

Der Stromverlauf nach dem Stromnulldurchgang bei Wechselstromkreisen mit Lichtbogen® 
der in Ubereinstimmung mit Versuchen bereits frither [III], mit Hilfe eines Analogrechners — Es 

ermittelt worden war (Bild 1), wurde so beschrieben, daB hinsichtlich seines Verhaltens un- 


mittelbar nach dem Stromnulldurchgang eine physikalische Erklarung méglich ist (Bild 8). Ss 

Unter Verzicht auf maBstabliche Genauigkeit wurde der Stromverlauf mit Hilfe der Orts- 
kurvendarstellung, bei vor dem Stromnulldurchgang gr6Ber werdendem und nach dem Strom- | BS 
nulldurchgang kleiner werdendem Widerstand R,, zeichnerisch ermittelt. Bis zum Stromnull-— wee 


durchgang zeigten sich zu erwartende Abweichungen von dem mittels Analogrechner, wie auch 
mit Hilfe eines anderen Naherungsverfahrens [III] ermittelten Stromverlauf. Wie aber an 
Hand der Naherungsrechnung gezeigt wurde, sind, gerade in der Umgebung des Stromnull- ~ 
durchganges, die Verzerrungen durch die DP CEA Deanne des Einschwingvorganges, im vor-_ 
liegenden Fall bei cos gp = 0,4 mit y = go° Ziindwinkel der Lichtbégen, minimal, so daB eine 
prinzipielle Beschreibung des Stromverlaufs in der Umgebung des Stromnulldurchganges — 
durchaus méglich ist. Der Riicklauf des Stromes auf o bei zu schnellem Abfall des Widerstan-_ ee. 
des nach dem Stromnulldurchgang konnte an Hand des sogenannten ,,Restwiderstandes“‘ der 
Lichtbogenstrecke erklart werden. Erst wenn die Widerstandsabfallgeschwindigkeit unmittel- 
bar nach dem Stromnulldurchgang einen gewissen Grenzwert nicht iiberschreitet, steigt der 
Strom zu einer weiteren Halbschwingung an. Die Geschwindigkeit des Stromanstieges ist 
abhangig von der Geschwindigkeit der Widerstandsanderung. - 
Alle bisher beobachteten Erscheinungen hinsichtlich des Stromes beim Stromnulldurchgang — 
in Wechselstromkreisen mit Lichtbogen kénnen durch den in [I], [II], [III], [IV] und in vor- a 
liegender Abhandlung entwickelten Kalkiil beschrieben werden ohne daB eine Wiederziindung ~ ag 
nach dem Stromnulldurchgang angenommen werden muB. Die im Stromkreis stets vorhan- de 
denen Kapazitaten stehen mit diesem Mechanismus nicht in unmittelbarem Zusammenhang — = 
sondern verursachen nur zusatzliche Stérschwingungen und Ausgleichvorgange die sich dem __ a 
Grundvorgang tiberlagern und bei der prinzipiellen Betrachtung in fast allen Fallen der Nieder- 


spannungsnetze auBer Acht gelassen werden kénnen. Dies gilt auch fiir Hochspannungsnetze — s 4 
soweit der Gasentladungsschlauch nicht durch Blasung beim Stromnulldurchgang zerrissen wird. i 


AbschlieBend sei der Firma Kléckner-Moeller in Bonn gedankt, mit deren Unterstiitzung die be 
hier und in den vorhergehenden Veréffentlichungen durchgefiihrten Megsuneen und Berech- 4 
nungen durchgefiihrt wurden. aa "I 
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